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1 U v o d
Nanotehnologija [1{4] je multidisciplinarna oblast zasnovana na izucavanju procesa koji se
odvijaju na nanometarskoj skali1, kao i na dizajnu, sintezi i primeni materijala nanometarskih
dimenzija. Radi se, dakle, o tehnologiji koja manipulise sa pojedinacnim atomima, malim mole-
kulima ili sa jednim makromolekulom. Razvoj nanotehnologije zapoceo je kada je ustanovljeno da
redukcija dimenzija u cilju konniranja kretanja elementarnih pobudenja ima za posledicu pot-
puno izmenjene zicke osobine posmatranog materijala u poredenju sa makroskopskim uzorkom.
Pod pojmom ,,kristalne nanostrukture" [4{9] podrazumevaju se niskodimenzioni kristalni siste-
mi cije su dimenzije u jednom, dva ili sva tri kristalografska pravca manje od srednje duzine
slobodnog puta nosilaca zickih osobina u njima (dimenzije reda velicine De Broljeve talasne
duzine). U takvim sistemima izrazeni su kvantni efekti, usled cega je primena kvantnomehanickog
opisa kretanja nosilaca neophodna na nivou cele strukture, a ne samo u okviru elementarne celije.
Ova redukcija velicine navedenih struktura do atomske skale dimenzija dovodi do pojave bitno
razlicitih zickih osobina materijala, koje se mogu kontinuirano menjati na relativno jednostavan
nacin (npr. promenom debljine slojeva ili sastava materijala) u dosta sirokom opsegu. Ove izme-
njene osobine materijala posledica su sledecih nekoliko fenomena.
1. Kvantnog konniranja { konniranje elementarnih pobudenja (fonona, nosilaca naelektri-
sanja, eksitona itd.) na dimenzije reda velicine meduatomskih rastojanja ima za posledicu
kvantizaciju energije i impulsa, kao i smanjenje gustine njihovih stanja;
2. Kvantne koherencije { fazna razlika talasnih funkcija nosilaca koji se krecu unutar ovakvih
struktura ostaje do izvesnog stepena ocuvana, tako da se efekat interferencije mora uzeti u
obzir. Ipak, u nanostrukturama kvantna koherencija uopsteno govoreci nije ocuvana savrse-
no kao sto je to slucaj kod atoma i molekula, vec je cesto u vecoj ili manjoj meri poremecena
strukturnim defektima. Iz tog razloga, u analizi kretanja nosilaca u ovim strukturama
neophodno je uzeti u obzir i koherentne i dekoherentne efekte, sto u velikoj meri usloznjava
problem;
3. Uticaja granicnih povrsi i medupovrsi { znatan broj (ponekad cak i vecina) atoma koji
sacinjavaju nanostrukturu locirana je na ili u blizini granicnih povrsi ili medupovrsi. Meha-
nicke, elektricne, termodinamicke, magnetne, opticke i hemijske osobine ovih atoma mogu
se znacajno razlikovati od osobina atoma u unutrasnjosti strukture. Ovo je prouzrokovano
time sto su atomi na povrsini povezani sa manjim brojem istovrsnih susednih atoma ili
molekula od onih u unutrasnjosti. Sa smanjenjem dimenzija strukture, ova razlika dobija
na znacaju. Primera radi [4], za gvozdenu kocku zapremine 1 cm3 procenat povrsinskih u
odnosu na ukupan broj atoma iznosice svega 10 5%. Kada se dimenzije kocke smanje na
10 nm, procenat povrsinskih atoma popece se na 10%. U kocki gvozda zapremine 1 nm3
svaki atom ce biti povrsinski.
1Jedan nanometar je milijarditi deo metra, tj. 1 nm = 10 9m.
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1.1 Klasikacija nanostruktura
Podela nanostruktura vrsi se na vise nacina, ali najcesce prema broju prostornih dimenzija
duz kojih je kretanje nosilaca konnirano [5]. U tom smislu razlikuju se:
1. Kvantne jame i tanki kristalni lmovi { to su strukture cija je debljina u jednom pravcu reda
velicine nanometra, dok su dimenzije u preostala dva pravca, uslovno govoreci, beskonacne
(tj. vrlo velike). Elementarna pobudenja (elektroni, supljine, fononi, eksitoni itd.) konni-
rani su samo u jednom pravcu, dok su u preostala dva slobodni. Prema tome, u ovakvim
strukturama formira se dvodimenzioni (2D) gas elementarnih nosilaca zickih osobina;
2. Kvantne zice { kod njih su dimenzije sloja male u dva pravca, dok je dimenzija u trecem
pravcu beskonacna, tako da se u kvantnoj zici formira jednodimenzioni (1D) gas elemen-
tarnih ekscitacija;
3. Kvantne tacke { ovde su sve tri dimenzije male, tako da su nosioci potpuno konnirani i
formiraju nultodimenzioni (0D) gas elementarnih pobudenja.
Na slici 1.1 prikazana je postepena evolucija neogranicene (3D) u nultodimenzionu (0D) kristalnu
strukturu, dok su u tabeli 1.1 navedeni primeri sistema sa redukovanim dimenzijama.
X
Z
Y
3D 0D1D2D
Slika 1.1: Redukcija dimenzija kristalne strukture
2D 1D 0D
poluprovodnicke kvantne jame
i superresetke
ugljenicne nanotube i nano-
lamenti
poluprovodnicke kvantne tacke
silicijumski slojevi u tranzisto-
rima sa efektom polja
metalne i magnetne nanozice fulereni
nanolaminatni ili kompozici-
ono modulisani slojevi
poluprovodnicke kvantne zice koloidalne cestice
Tabela 1.1: Primeri nanostruktura
U zavisnosti od velicine udaljenja najblizih suseda razlikuju se:
1. Visestruke kvantne jame (zice, tacke), kod kojih je udaljenje dovoljno veliko tako da se svaka
od njih moze razmatrati izolovano;
2. Superresetke, kod kojih je udaljenje toliko malo da se cela struktura mora analizirati jedin-
stveno.
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1.2 Nanofabrikacija
Precizno strukturiranje materijala do dimenzija reda velicine nanometra od velikog je znacaja
za elektroniku, optoelektroniku, visokotemperatursku superprovodnost, biologiju, medicinu, zas-
titu zivotne sredine i brojne druge naucno-tehnoloske discipline. Teorijska i eksperimentalna istra-
zivanja osobina niskodimenzionih sistema (tankih lmova, superresetki, kvantnih zica i kvantnih
tacaka), postala su poslednjih decenija veoma intenzivna, pa bi se moglo reci da predstavljaju
jedan od udarnih pravaca istrazivanja u savremenoj zici kondezovane materije.
Razvoj sosticiranih tehnika kontrolisanog rasta vrlo tankih slojeva bitno je uzrokovao in-
tenzivno proucavanje nanokristalnih struktura. Jedan od osnovnih principa njihovog formiranja
baziran je na procesu samoizgradnje ili samosklapanja (eng. ,,self-assembly-SA") [10{11] koja se
ubraja u tzv. ,,bottom-up" tehnike, gde se atomi ili molekuli sami aranziraju u uredene niskodi-
menzione strukture na osnovu medusobnih zicko-hemijskih interakcija. Iako je samoizgradnja
poznata dugi niz godina, njena upotreba u industriji je tek u povoju. Unapredeno znanje termodi-
namike i kinetike procesa na nanoskali, uz napredovanje karakterizacionih tehnika i kompjuterskog
modelovanja, trebalo bi da dovedu do razvoja kompleksnih sistema.
Najcesce koriscene metode depozicije kristalnih slojeva i formiranja nanocestica ukljucuju
epitaksiju molekulskim snopom, MOCVD tehnologiju, epitaksiju na vrucim zidovima, epitaksiju
atomskih slojeva i vakuumsko naparavanje [5,12{17].
Epitaksija molekulskim snopom (MBE)
PodMBE se podrazumeva proces naparavanja u uslovima vrlo visokog vakuuma, koji ukljucuje
reakciju termalnih atoma (molekula) sa monokristalnom podlogom zagrejanom do temperature
koja omogucava epitaksijalni rast. Na slici 1.2 sematski je prikazan postupak MBE za epitaksiju
na monokristalnu podlogu. Fluks molekula, generisan u malim Knudsenovim efuzionim celijama,
koji stize na supstrat direktno je proporcionalan naponu pare odgovarajuceg materijala i povrsini
otvora celije, a obrnuto proporcionalan kvadratnom korenu iz temperature i atomske (molekulske)
mase, kao i kvadratu rastojanja izmedu efuzione celije i podloge. Brzina rasta ima tipicnu vrednost
od nekoliko monoslojeva u sekundi i jako zavisi od temperature u efuzionoj celiji. Uz odredena
tehnicka poboljsanja moguce je postici i brzinu rasta od oko jednog monosloja u sekundi (1m
na cas).
KRIOPANELIHLAĐENI
TEČNIM AZOTOM
ELEKTRONSKI TOP
ZAGREVANJE I POMERANJE UZORKA
PROMENLJIVOM BRZINOM
KALIBRACIJA PROTOKA
ELEKTRONSKOG SNOPA
VENTIL
IZVOD
PRO ORZ
ROTIRAJUĆI DR Č
UZORKA
ŽA
KVADRUPOLNI MASENI
SPEKTROMETAR
FLUORESCENTNI EKRAN
ZATVARAČI
EFUZIONE
ĆELIJE
Slika 1.2: Sematski prikaz MBE uredaja
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MOCVD - tehnologija
MOCVD2 je proces koji se bazira na pirolizi alkila (metal-organskih jedinjenja vodonika) III
grupe u atmosferi hidrida V grupe periodnog sistema elemenata. Posebno vazna primena MOCVD
je kod materijala koji sadrze fosfor. Sematski prikaz ove tehnologije dat je na slici 1.3.
REAKTIVNIGAS
NOSEĆI GAS
ULTRASONIČNI ISPARIVAČ
PODLOGA NA NOSA UČ
PUMPA
PEĆ
Slika 1.3: Sematski prikaz MOCVD uredaja
Epitaksija na vrucim zidovima (,,Hot-wall-epitaxy")
Ova metoda zasniva se na zagrevanju zidova zvona u kome se odigrava rast i sluzi za dobijanje
tankih slojeva II{VI i IV{VI jedinjenja, kao i legura na bazi ovih jedinjenja. Ova tehnika je bolja
od MBE jer koristi manje materijala i ne zahteva ultravisoki vakuum. Na slici 1.4a prikazan
je jedan konkretan uredaj koji se koristi za epitaksiju na vrucim zidovima, dok je na slici 1.4b
dat topografski prikaz visoko uredenog tankog lma nacinjenog od organskog poluprovodnika
para-seksifenila (C36H26) naraslog ovom metodom na podlozi od kristalnog kalijum-hlorida.
a) b)
Slika 1.4: a) Aparatura za epitaksiju na vrucim zidovima ;
b) C36H26 tanki lm dobijen ovom metodom
Epitaksija atomskih slojeva (ALE)
Za razliku od MBE i MOCVD kojima se mogu realizovati samo 2D strukture, upotrebom
ove metode moguce je konstruisati razne oblike struktura kao sto su kvantne tacke, kvantne
cevi, kvantne zmije itd. Na slici 1.5 prikazan je tipican ALE ciklus: on se sastoji od niza
samoogranicavajucih hemijskih reakcija (tzv ,,polureakcija") izmedu prekursora u gasovitom agre-
gatnom stanju i podloge. Prekursor se ubacuje u reaktor sekvencijalno.
2Metalorganic chemical vapour deposition.
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podloga
podloga
podloga
podloga
prvipre signalkusorski či ćenješ
či ćenješ drugi kusorskipre signal
Slika 1.5: Sematski prikaz tipicnog ALE ciklusa
Vakuumsko naparavanje
Vakuumsko naparavanje (slika 1.6) se obicno vrsi u zvonastom sudu pod uslovima visokog
vakuuma (1; 5  10 3   1; 5  10 4 Pa). Podloga i materijal koji se naparava postavljaju se u
zvonasti sud, sistem se ispumpava i materijal se zagreva pomocu elektricnog elementa (uzarene
volframove niti) sve dok ne pocne da isparava. U uslovima visokog vakuuma srednji slobodni
put isparenih molekula postaje uporediv sa dimenzijama zvona i vaporizovani materijal zraci u
svim pravcima unutar zvona. Podloga je postavljena na izvesno rastojanje od izvora isparavanja
i odredena kolicina isparenog materijala se talozi na nju, formirajuci prilicno jednolik tanki lm.
Podloga se cesto zagreva kako bi se obezbedilo dobro prijanjanje natalozenog lma. Vakuumskim
naparavanjem mogu se dobiti i otpornicki i provodni lmovi, ukljucujuci aluminijumske, zlatne i
srebrne provodnike, odnosno nikl-hromske otpornike.
podloga
natalo filmženi
vaporizovani materijal
izvor naparavanja
grejač
vakuumska komora
Slika 1.6: Vakuumsko naparavanje
Za formiranje kvantnih zica koriste se razliciti postupci: ecovanje, selektivna epitaksija, rast
na zakosenom supstratu i konniranje mehanickim naponom. Njena najjednostavnija forma je
slobodna kvantna zica koja se dobija nagrizanjem povrsine materijala u poroznom silicijumu.
Visina ovakvih struktura je reda velicine mikrometra, a sirina reda nanometra.
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Iako se istrazivanja u nanotehnologiji baziraju na dobro poznatim i proverenim dostignucima
zike, hemije, nauke o materijalima i tehnike, istrazivaci u ovoj oblasti suocavaju se sa mnogim
problemima koji su jedinstveni za nanostrukture i nanomaterijale. Na primer, dopiranje polu-
provodnika je za makroskopske uzorke prakticno rutinski, tj. dobro izucen postupak. Medutim,
normalne slucajne uktuacije u koncentraciji dopanata na nanometarskoj skali postaju izuzetno
znacajne i ne mogu se tolerisati. Sa tipicnom koncentracijom dopanata od 1018m 3 u elementu
dimenzija 101010 nm3 nalazio bi se samo jedan atom dopanta. Bilo kakva uktuacija distribu-
cije dopanata u ovom rasponu dimenzija rezultovala bi njegovim potpuno izmenjenim osobinama.
Pored toga, nije svejedno ni na kojoj se poziciji unutar uzorka nalazi primesni atom, s obzirom
da bi njegova povrsinska lokacija imala drugaciji uticaj nego kada bi se nalazio u unutrasnjosti
uzorka. Da bi se obezbedila uspesna proizvodnja i obrada nanomaterijala i nanostruktura moraju
se prevazici sledeci problemi:
1. Savladati znatnu povrsinsku energiju, koja je posledica izuzetne velicine povrsine u odnosu
na zapreminu. Treba imati u vidu da su specicna povrsina, a samim tim i ukupna
povrsinska energija zanemarljivi kod makroskopskih uzoraka, ali postaju znacajne za vrlo
male dimenzije cestica. Kada se velicina cestica promeni od santimetarskih dimenzija na
nanometarske, ukupna povrsina i povrsinska energija promene se za sedam redova velicine.
Zbog ovako velike ukupne povrsine, svi materijali nanodimenzija poseduju veliku povrsinsku
energiju, te su termodinamicki nestabilni ili metastabilni.
2. Osigurati da nanomaterijali poseduju zeljene dimenzije, uniformnu distribuciju atoma u
svim pravcima, morfologiju, kristalicnost, hemijski sastav i mikrostrukturu.
3. Spreciti hrapavljenje nanomaterijala i nanostruktura kroz Ostwald-ovo zrenje3 ili anglome-
raciju sa protokom vremena.
1.3 Spektroskopija i nanotehnologije
Vazno orude koje je stimulisalo istrazivanja na polju nanozike i nanotehnologije je skenirajuci
tunelski mikroskop (STM) [18], konstruisan od strane Gerda Bininga i Hajnriha Rorera, za koji su
nagradeni Nobelovom nagradom 1986. godine. Princip rada STM mikroskopa na makroskopskoj
i na atomskoj skali prikazan je na slici 1.7, a zasniva se na jakoj zavisnosti kvantnomehanickog
tunel-efekta od rastojanja.
a)makroskopska skala b) atomska skala
napon
tunelovanja smer
skeniranja
X
Y
Z
uzorak
šiljak od volframa
UT
struja IT
atomi uzorka
atomi šiljka
Slika 1.7: Princip rada STM-a na: a) makroskopskoj, i b) atomskoj skali dimenzija
3Ostwald-ovo zrenje podrazumeva situaciju pri kojoj dve pojedinacne nanostrukture prerastaju u jednu, pri
cemu veca od njih raste na racun manje, sve dok je potpuno ne apsorbuje.
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Tanki metalni siljak postavi se u neposrednu blizinu ispitivane povrsine. Pri rastojanjima od samo
nekoliko angstrema, preklapanje siljka i elektronskih talasnih funkcija uzorka je dovoljno veliko
da se javi struja tunelovanja:
IT  e 2kd ;
gde je d rastojanje izmedu siljka i uzorka, a k = p2m (eU   E)=h   konstanta koja zavisi od
visine potencijalne barijere. Kod metala sa izlaznim radom od oko (4   5) eV ova konstanta je
reda velicine 0; 1 nm 1. Na taj nacin, povecanje rastojanja izmedu siljka i ispitivane povrsine od
samo 0,1 nm menja jacinu struje tunelovanja za otprilike red velicine. Ukoliko se pomocu elek-
tronske povratne sprege jacina struje tunelovanja odrzava konstantnom, vrh siljka prati konturu
konstantne lokalne gustine stanja i pruza informacije o topograji povrsine uzorka.
Tokom prethodne dve decenije STM je inspirisao nastanak velikog broja srodnih skanirajucih
mikroskopskih istrazivackih instrumenata, koji mere mnostvo osobina sa atomskom rezolucijom.
Daleko najvazniji takav uredaj je mikroskop meduatomskih sila (AFM) [19], koji omogucava ispiti-
vanja slabo provodnih povrsi i koriscen je za istrazivanje takvih problema kao sto su sile neophodne
za razgradnju pojedinacnih proteinskih molekula. Dok kod STM vrh sonde ne dodiruje povrsinu
nego se rastojanje izmedu povrsine i siljka ostvaruje putem kontrole struje tunelovanja elektrona,
kod AFM vrh interaguje sa povrsinom uzorka. S obzirom da sila ove interakcije ne zavisi od elek-
tricne provodnosti ispitivanog uzorka, pomocu mikroskopa meduatomskih sila se mogu ispitivati
i neprovodni uzorci. Na slici 1.8a prikazan je AFM Drzavne laboratorije za ziku (Tedington,
Velika Britanija)4, dok se na slici 1.8b vidi snimak PdFePd tankog lma sirine 800 nm i debljine
10 nm, dobijen uz pomoc ovog instrumenta5.
a) b)
Slika 1.8: a) Mikroskop meduatomskih sila ; b) Snimak povrsine PdFePd tankog lma
Potonji primer takode ilustruje jedan znacajan aspekt navedenih uredaja: osim toga sto
prikazuju atome sa povrsine cvrstih tela, njima je moguce uticati na pojedinacne atome i molekule.
Don Ajgler i njegovi saradnici [20] pruzili su veoma atraktivne primere mogucnosti da se atomi
postave u unapred denisane polozaje na povrsi.
1.4 Nanomaterijali i njihova primena
Niskodimenzione strukture, koje su predmet ove disertacije, imaju izuzetan znacaj za nove
tehnologije sa potencijalom primena u nanoelektronici, optoelektronici, visokotemperaturskoj su-
perprovodnosti, katalizi, biologiji, farmaciji i medicini [21{25].
4Preuzeto sa sajta http://www.npl.co.uk/metrological-afm
5Preuzeto sa sajta http://material.fysik.uu.se/Research/Methods/Atomicprobes.html
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Elektronika
Istrazivanja nanostruktura podstaknuta su tekucom minijaturizacijom u mikroelektronskoj
industriji [21]. Dok je originalni kontaktni tranzistor, koji su 1947. godine konstruisali Bardin,
Bratin i Sokli, bio velicine nekoliko centimetara, danas se prave elektronski uredaji bazirani na
jednoj zlatnoj nanocestici koja premoscuje dva molekulska monosloja. Trenutne velicine kompone-
nata fabricki izradivanih integrisanih kola iznose oko 110 nm (,,Pentium IV" cip), sa perspektivom
da u skorijoj buducnosti ova vrednost bude smanjena na 30 nm, sto priblizno odgovara dimen-
zijama niza sastavljenog od tridesetak atoma. Da bi se ovaj cilj mogao ostvariti neophodno je
savladati nekoliko velikih izazova, kao sto je npr. problem stabilnosti niskodimenzionih struktura
pri sobnim temperaturama na duze vreme. Znacaj teorijskih istrazivanja sastoji se u izucavanju i
razumevanju do kojih modikacija makroskopskih zickih velicina i osobina materijala moze doci
pri daljoj redukciji dimenzija strukture, kao i u otkrivanju potpuno novih zakonitosti koje mogu
biti prakticno iskoriscene.
Visokotemperaturska superprovodnost
Posto fononi { kao sto ce u daljem tekstu biti pokazano { u niskodimenzionim strukturama,
zbog prisustva granicnih uslova, ne mogu biti akustickog tipa, energija pobudenja sopstvenih
oscilacija iznosi oko 40% Debajeve energije. To neposredno ukazuje na mogucnost porasta su-
perprovodne kriticne temperature do reda (60  70)K, sa daljim perspektivama podizanja njene
vrednosti ka sobnoj temperaturi [22].
Biologija
Sustinska povezanost biologije sa nanotehnologijom [23,24] proistice iz cinjenice da najmanji
oblici zivota { bakterije, celije i aktivne komponente bioloskih zivih organizama imaju dimen-
zije reda velicine nanometra. Nase trenutno razumevanje procesa koji se odvijaju u bioloskim
organizmima na molekulskom nivou tretira molekularnu biologiju kao ,,zivi dokaz za nanotehno-
logiju". U takvoj slici DNK bi se mogla poistovetiti sa ,,samoreplicirajucom masinom atomskog
nivoa", repliciranom pomocu RNK. Specicni molekuli se ,,samosakupljaju (self-assembly)" uz
pomoc enzima, a celije se snabdevaju delovanjem ,,molekulskih motora" (na primer, kinezina ili
dineina). Jonski kanali koji propustaju (ili blokiraju) ulazak specicnih jona (npr. kalijuma ili kal-
cijuma) u celiju kroz njen lipidni zid, izgledaju kao izvanredno konstruisane naprave molekulskog
nivoa kod kojih specicna konformacija proteinskih molekula denise otvoren, odnosno zatvoren
kanal. Razumevanje uloge nanozike bastinjene u molekulskim temeljima prirode moze ukazati
na dizajn vestacki napravljenih senzora, motora i drugih naprava, pri ocekivanom napretku u
eksperimentalnim i inzenjerskim nanotehnoloskim postupcima i metodama.
Osim svega gore navedenog, vazno je spomenuti i da se biolosko obelezavanje neuporedivo
ekasnije izvodi uz pomoc nanostruktura (pogotovo CdSe kvantnih tacaka) nego sa klasicnim
organskim uorescentnim molekulima ili radioaktivnim izvorima. Razlog tome lezi u cinjenici da
kvantne tacke imaju veoma uzak emisioni spektar ( 30 nm) i da { usled kvantnog konniranja {
boja (talasna duzina) koju kvantna tacka emituje zavisi od njene velicine.
Medicina
Vestacke nanostrukture (nanocestice i nanonaprave) koje su istih velicina kao i bioloski entiteti,
mogu kontrolisano interagovati sa biomolekulima kako na povrsini, tako i u unutrasnjosti celije.
U tom kontekstu primena nanotehnologija u zdravstvu dovela je vec do formiranja izvanredno
perspektivne oblasti { nanomedicine [25], koju cine tri medusobno povezana pravca:
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 nanodijagnostika;
 regenerativna medicina;
 ciljana dostava lekova.
Nanodijagnostika ima za cilj identikovanje bolesti u najranijoj fazi, u idealnom slucaju
na nivou jedne celije. Nanotehnologija moze da ponudi dijagnosticke alate bolje senzitivnosti,
specicnosti i pouzdanosti. Regenerativna medicina je fokusirana na mehanizme vlastitog opo-
ravka tela u preventivi i lecenju hronicnih bolesti (npr. dijabetesa, osteoartritisa) i pomoci zrtvama
povreda. Zahvaljujuci nanotehnologiji ustanovljena je celijska i molekulska osnova za razvoj novih
terapija modikovanja bolesti za ,,in situ" regeneraciju tkiva i oporavak, uz minimalno invazivnu
hirurgiju. Svrha ciljane dostave lekova je razvoj novih tehnika dostave lekova radi ekasnijeg
transporta leka na mesto bolesti, poboljsane reakcije pacijenata, smanjenje cene zdravstvene nege,
ali i zbog identikovanja novih nacina dostave onih klasa medikamenata koji ne mogu biti ekasno
dostavljeni konvencionalnim metodama. Kada se leku da oblik nanocestica, on se moze dopremiti
na zeljeno mesto, otpustiti na kontrolisan nacin i zastititi od prerane degradacije, sto rezultira
vecom ekasnoscu i drasticno smanjuje nezeljene sporedne efekte.
Istrazivanja u nanotehnologiji nisu ogranicena samo na minijaturizaciju razlicitih naprava,
vec i na sintezu novih materijala na nanometarskoj skali koja mogu ispoljavati izvanredna zicka
svojstva [26{27]. Pocetak primene nanotehnoloskih resenja u oblasti materijala datira od 1985.
godine, kada je istrazivacki tim koji su sacinjavali Kroto, Kerl i Smoli sa svojim doktorantima
Hitom i O'Brajenom potpuno slucajno dobio prvi nanomaterijal, danas poznati molekul fuleren
(C60) (slika 1.9a).
a) b)
Slika 1.9: a) Fuleren (C60) ; b) Nanotuba
Fuleren je treca alotropska modikacija ugljenika i sastoji se od 60 sp hibridizovanih ugljeniko-
vih atoma, koji su spojeni u tridesetostranicni eikozaedarski molekul sastavljen od 12 petoclanih
(pentagoni) i 20 sestoclanih (heksagoni) prstenova, spojenih u sferni oblik C60 (,,buckminster
fullerene") nalik fudbalskoj lopti. Broj pentagona je uvek konstantan u sfernim molekulima
ugljenicnih klastera, dok broj heksagona moze biti varijabilan. Fuleren gradi kristalnu formu
koja po svojoj simetricnosti spada u najvisi rang uredenosti. Kao individualni molekul, C60
cvrsci je od dijamanta, medutim, kada kristalise, kristalna resetka mu je meka skoro kao kod
grata. Fuleren pokazuje niz interesantnih osobina kao sto su fazne transformacije, elektricna
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provodljivost i superprovodljivost kada se dopira alkalnim metalima6, zatim fotoprovodljivost,
feromagnetizam itd. Osobine ugljenika C60 su posledica karakteristicnog strukturnog razmestaja
ugljenikovih atoma unutar njegove molekularne kristalne resetke.
Japanski istrazivac Idzima je 1991. godine otkrio nanotube na bazi ugljenika (slika 1.9b),
koje se pokazuju kao jedan od najperspektivnijih nanomaterijala s obzirom da poseduje dobre
mehanicke i elektricne osobine. Ugljenicne nanotube su alotropska modikacija ugljenika sa cilin-
dricnim nanostrukturama ciji je precnik obicno oko 1nm, dok im duzina moze biti i mnogo miliona
puta veca. Ovi cilindricni molekuli ugljenika imaju neobicne osobine, koje su od velikog znacaja za
nanotehnologiju, elektroniku, optiku i druge grane nauke o materijalima. Specijalno, zahvaljujuci
svojoj izuzetnoj toplotnoj provodljivosti i mehanickim i elektricnim osobinama (mala specicna
tezina a velika mehanicka cvrstoca), ugljenicne nanotube pronalaze primenu kao aditivi razlicitim
strukturalnim materijalima.
U domenu zastite od UV zracenja nanocestice na bazi ZnO i TiO2 pokazale su izrazite pred-
nosti. Generalno, nanocestice obezbeduju i do deset puta bolju hemijsku reakciju nego klasicni
materijali, jer se povecava aktivna povrsina na kojima se odigrava hemijska reakcija. Od nanotuba
se prave prvi elektronski prekidaci i sklopovi za potrebe nanoelektronike, a u masinstvu uzad cija
je zatezna cvrstoca 8 { 10 puta veca nego kod proizvoda od istog materijala i istih dimenzija.
Prava revolucija na pomolu je i u tekstilnoj industriji, jer se radi na razvoju tekstilnih vlakana
koja ce biti biokompatibilna i komplementarna sa kozom, a koja ce pored standardne funkcije
koju imaju odevni predmeti imati i ulogu biosenzornog sistema. S obzirom da se na kozi u tzv.
,,triger" zonama reprezentuju funkcije pojedinih organa tela, to ce se u buducnosti moci napraviti
,,inteligentna odeca" koja ce izvestavati nosioca ili lekara o zdravstvenom stanju osobe.
1.5 Znacaj i detekcija fonona
Tema ove disertacije skoncentrisana je na ispitivanje mikroskopskih i makroskopskih (termo-
dinamickih) osobina tankoslojnih (ultratanki lmovi i superresetke) i niskodimenzionih (kvantne
zice i tacke) kristalnih sistema i uspostavljanje korelacije izmedu nano-dimenzija ovih struktura
i kvantnih efekata koji se u njima javljaju na makroskopskom nivou. U disertaciji ce posebna
paznja biti poklonjena fononskom udelu u termickom transportu kroz niskodimenzione sisteme.
Fononi predstavljaju osnovna pobudenja u kristalima [28{36] i fononski podsistem je u njima
uvek prisutan, bez obzira na to da li se kao glavni nosioci mehanizama koji ,,proizvode" odredene
zicke osobine, pojave i efekte u kristalnim strukturama javljaju elektroni, eksitoni, magnoni,
plazmoni, polaroni ili neki drugi vidovi elementarnih ekscitacija. Znacaj fonona ogleda se u
tome sto oni ucestvuju u specicnoj toploti i termickoj provodljivosti kristala, a takode su vazne
njihove interakcije sa drugim energijskim ekscitacijama (rasejanje elektrona na fononima uzrok
je pojavi elektricnog otpora, a rasejavanje fonona { bez obzira na uzrok { ogranicava toplotnu
provodljivost; takode, fonon-fononske interakcije povezane su sa termickom ekspanzijom kristala).
Iz svih navedenih razloga, ispitivanje udela i uticaja fononskog podsistema na zicke karakteristike
materijala poseduje veliki znacaj za teoriju cvrstog stanja. Postavlja se, medutim, pitanje da li
je ispravno posmatrati fononski podsistem u kristalima izolovano od svih ostalih elementarnih
ekscitacija. Ova aproksimacija je ocigledno ispravna u slucaju izolatora, ali se njena opravdanost
moze dovesti u pitanje kod metalnih uzoraka. Teorijska podloga ispravnosti primenjenog metoda
formulisana je tzv. Born-Openhajmerovom (adijabatskom) aproksimacijom, u koju se elektron-
fononska interakcija moze naknadno uvrstiti, cesto uz pomoc teorije perturbacija.
6C60 dopiran cezijumom i rubidijumom postaje superprovodan na 33K, sto je do najvisa do sada ostvarena
kriticna temperatura za jedan molekularni superprovodnik.
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Postavljeni cilj disertacije je teorijsko istrazivanje mikroskopskih i makroskopskih osobina
tankoslojnih i niskodimenzionih kristalnih struktura u okviru modela fonona akustickog tipa.
Metodi teorijskih istrazivanja, koji tumace mehanizme i obrasce ponasanja mikroskopskih sis-
tema i njihove reperkusije na makroskopske osobine uzoraka, do nedavno su bili primenljivi samo
na idealne prostorno-vremenski translaciono invarijantne kristalne strukture. Razvoj matematicke
nauke (posebno diskretne matematike) i softversko-racunarske tehnike omogucio je ,,prilagodava-
nje" pomenutih metoda istrazivanja na realnije zicke (u ovom slucaju kristalne) sisteme [37{
42]. Da bi se teorijski metod i njegovi rezultati mogli verikovati i oceniti kao ispravni i tacni,
neophodno je izvrsiti njihovu eksperimentalnu potvrdu. Jedan od najjednostavnijih i najpouzdani-
jih eksperimentalnih metoda za karakterizaciju i ispitivanje fononskih spektara u nanostrukturama
jeste Ramanovo rasejanje [43{45], koje predstavlja jednu od najcesce koriscenih spektroskopskih
metoda.
Vibracionai rotaciona
energijska stanja
Infracrvena
apsorpcija
Rejlijevo
rasejanje
Stoksovo
Ramanovo
rasejanje
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Slika 1.10: Osnovne spektroskopske metode
Spektroskopske metode omogucavaju odredivanje polozaja energijskih nivoa razlicitih eksci-
tacija (elektronskih, vibracionih, rotacionih ili njihovih kombinacija) u ispitivanom uzorku. Svi
fenomeni koji se razmatraju u spektroskopiji objasnjavaju se pomocu nekoliko mogucih pojava
interakcije elektromagnetnog zracenja i materije (slika 1.10).
1. Apsorpcija zracenja { sistem apsorbuje foton, nakon cega ostaje u pobudenom stanju;
2. Emisija zracenja (spontana ili stimulisana) { sistem koji se nalazi u pobudenom stanju
vraca se u osnovno stanje ili pobudeno stanje nize energije emisijom fotona;
3. Rejlijevo rasejanje { foton koji se rasejao na ovaj nacin ima istu energiju kao i upadni foton,
ali mu je pravac razlicit. Sistem ne menja svoju energiju, sto podrazumeva da se radi o
elasticnom rasejanju;
4. Ramanovo rasejanje { foton koji napusta sistem nema istu energiju kao i upadni foton,
tj. Ramanovim rasejanjem sistem dobija ili gubi energiju. Razlika u energiji sistema pre i
posle Ramanovog rasejanja odgovara razlici energija dolazeceg i odlazeceg fotona. Ukoliko
odlazeci foton ima nizu energiju od dolazeceg fotona (sistem je rasejanjem dobio energiju),
radi se o Stoksovom rasejanju, dok je u suprotnom slucaju rec o anti-Stoksovom rasejanju.
Ramanovo rasejanje se moze shvatiti kao opticki analog Komptonovom rasejanju.
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Nelinearni odziv transparentnog optickog medijuma na intenzitet svetlosti koja kroz njega
prolazi je veoma brz, ali ne i trenutan. Ova odlozena reakcija opticki prozirnog medijuma izazvana
je vibracijama kristalne resetke. Kada su ove vibracije povezane sa optickim fononima, efekat se
naziva Ramanovo rasejanje, dok su akusticki fononi povezani sa Briluenovim rasejanjem. Kada
se, na primer, dva laserska snopa sa razlicitim talasnim duzinama (i obicno sa istim pravcem
polarizacije) krecu zajedno kroz Raman-aktivni medijum, snop sa vecom talasnom duzinom (tzv.
Stoksov talas) moze pretrpeti opticko pojacanje na racun snopa sa manjom talasnom duzinom
(slika 1.11). Pri procesu Ramanovog rasejanja jedan upadni foton se transformise u foton nize
energije, a razliku u energijama upadnog i izlaznog fotona odnosi fonon (kvant energije oscilacija
kristalne resetke). Principijelno je takode moguce da vec postojeci fonon interaguje sa upadnim
fotonom dajuci jedan foton sa visom energijom koji pripada anti-Stoksovom talasu sa kracom
talasnom duzinom. Ovaj proces je, medutim, obicno slab, pogotovo na nizim temperaturama.
Treba, ipak, imati na umu da snazna anti-Stoksova svetlost moze takode nastati mesanjem cetiri
talasa ako je taj proces fazno uskladen.
upadniimpuls
optički fonon
Stoksov foton anti-Stoksov foton
kristalna rešetka
Slika 1.11: Sematski prikaz procesa Ramanovog rasejanja
Zajedno sa drugim vidovima neelasticnog rasejanja svetlosti, Ramanovo rasejanje je naj-
pouzdaniji i najcesce korisceni metod u zici cvrstog stanja za ispitivanje elementarnih eksci-
tacija (pre svega fonona, ali takode i magnona, eksitona i drugih elementarnih ekscitacija), kao
i za izucavanje elektronske strukture materijala. Medu najvaznije teme zike poluprovodnika
koje se izucavaju metodama neelasticnog rasejanja svetlosti svakako spadaju oscilacije kristalne
resetke i niskoenergijske elektronske ekscitacije. Razumevanje ovih fenomena u elementarnim
poluprovodnicima i poluprovodnickim jedinjenjima, kao i u vestackim kristalima dobijenim epitak-
sijom molekulskim snopom i drugim tehnikama rasta veoma je znacajno kako sa fundamentalnog,
tako i sa prakticnog stanovista. Kontrolisano pripremanje nanostruktura kakve su superresetke i
kvantne jame, pri trenutno ostvarivoj pouzdanosti reda velicine dela monoatomskog sloja za sepa-
raciju razlicitih materijala, omogucava kontrolisanje i izmenu zickih parametara kao sto su sirina
elektronskog gepa, efektivne mase, dielektricne ili magnetne osobine. Sa jedne strane, ovo pruza
mogucnost sistematskog ispitivanja zickih pojava koje poticu od promene dimenzionalnosti, dok
sa druge strane { osobine naprava mogu biti optimizovane i podesavane na ovaj nacin. Pozna-
vanje zakona dinamike kristalne resetke znatno doprinosi nasem razumevanju strukture kristala.
Fononske frekvencije, intenziteti rasejanja i selekciona pravila koji mogu biti odredeni Ramanovom
spektroskopijom dovode do zakljucaka koji se odnose na mikroskopske parametre kao sto su vrste
veza i kristalna struktura, ali i stepen odstupanja od idealne kristalne resetke. Ove osobine takode
omogucavaju ispitivanje uticaja spoljasnjih parametara i { samim tim { sprovodenje temeljnih
testova teorijskih modela cime se oni mogu dodatno poboljsati.
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Osnovni nedostatak Ramanovog rasejanja je veoma mali ekasni presek za rasejanje, koji je
12 { 14 redova velicine nizi od onog kod uorescencije. Drugim recima, na svakih 1012 fotona
upadnog zracenja samo jedan pretrpi Ramanovo rasejanje. To znaci da Ramanovo rasejanje ne
proizvodi jak signal pogotovo u situacijama kada je koncentracija atoma mete veoma niska.
Analiza fononskih spektara u ultratankim lmovima, superresetkama, kvantnim zicama i
kvantnim tackama izvrsena je na bazi metoda dvovremenskih temperaturskih retardovanih Gri-
novih funkcija [42,46{50], koje omogucavaju izracunavanje merljivih termodinamickih i transport-
nih osobina posmatranjem kako sistem reaguje na jednostavne perturbacije. Za resavanje ovog
problema razvijen je i niz drugih matematickih aparata (metod Hajzenbergovih jednacina kre-
tanja, malih perturbacija, talasnih funkcija itd.), ali je pomenuti formalizam odabran iz sledecih
razloga.
1. Iz opste teorije linearnog odziva sistema poznato je da se formiranjem jednacine kretanja za
Grinovu funkciju u opstem slucaju dobija nova funkcija Grina, ciji je red visi od reda polazne
funkcije. Sukcesivnim ponavljanjem ove procedure dobija se beskonacni lanac medusobno
povezanih jednacina za Grinove funkcije, koji se koriscenjem izvesne dovoljno dobre aproksi-
macije prekida na taj nacin sto se visa Grinova funkcija izrazava pomocu prve nize. Od ovog
pravila su, medutim, izuzeti tzv. ,,kvadratni" hamiltonijani, cije prisustvo obezbeduje da se
u jednacini kretanja ne pojavljuju Grinove funkcije viseg reda. Kao sto ce u daljem tekstu
biti pokazano, hamiltonijani fononskog podsistema navedenih tankoslojnih i niskodimen-
zionih kristalnih struktura upravo su takvog oblika.
2. Realni deo pola Grinove funkcije odreduje frekvenciju (a samim tim i energiju) elementarnih
ekscitacija koje se javljaju u sistemu, dok je reciprocna vrednost njegovog imaginarnog dela
proporcionalna vremenu zivota ovih ekscitacija (tj. kvazicestica).
Da bi se izucile posebnosti karakteristika fonona u nanostrukturama, moraju se prethodno
spomenuti te iste karakteristike u neogranicenim kristalnim strukturama (sto je ucinjeno u glavi 2
ove disertacije) i na osnovu toga izvrsiti poredenje relevantnih zickih osobina ovih struktura. Is-
trazivanja su podrazumevala izvodenje zakona disperzije fonona, izracunavanje gustine fononskih
stanja, redenisanje Debajevih parametara i odredivanje toplotne kapacitivnosti prema Deba-
jevom modelu i to u visokotemperaturskoj i niskotemperaturskoj aproksimaciji. U glavama 3. i
4. ova metodologija je primenjena na sisteme sa narusenom translacionom simetrijom { tanke
kristalne lmove i superresetke, pri cemu je posebna paznja posvecena uticaju granicnih uslova na
spektre i stanja fonona u njima, kao i posledicama tog uticaja na makroskopske termodinamicke
procese. U glavi 5. ista razmatranja primenjena su na kvantne zice, a u glavi 6. na kvantne tacke.
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2 Fononi u neogranicenim kristalnim strukturama
Najjednostavniji oblik kretanja u cvrstom telu jeste oscilatorno kretanje konstituenata od
kojih je sastavljena kristalna resetka (atoma, molekula, odnosno jona) oko odgovarajucih polozaja
ravnoteze [35,51{64]. Ukoliko se posmatrana kristalna struktura moze smatrati neogranicenom,
onda je ovo oscilatorno kretanje atoma analogno prostiranju talasnih poremecaja (tj. elasticnih
talasa) kroz kristal. Ova cinjenica implicira mogucnost uspostavljanja izvesne formalne analogije
izmedu mehanickih oscilacija sredine i prostiranja elektromagnetnih talasa: naime, slicno kao
sto elektromagnetno polje vrsi razmenu energije sa drugim sistemima u nedeljivim elementarnim
iznosima ~w (tj. fotonima), energija vibracije kristalne resetke takode je kvantovana, pri cemu
se kvant energije elasticnog talasa naziva fononom. S obzirom da nikakav eksperiment direktno
analogan fotoelektricnom efektu { koji predstavlja jak dokaz u prilog kvantovanja svetlosti { nije
do danas izveden sa fononima, postavlja se pitanje eksperimentalne potvrde njihovog postojanja.
Najvazniji dokazi ukljucuju sledece [35,54].
1. Udeo resetke u toplotnom kapacitetu cvrstog tela uvek tezi nultoj vrednosti kada tempera-
tura tezi nuli. Ovo moze biti objasnjeno jedino kvantovanjem vibracija kristalne resetke.
2. U rasponu od provodnika do izolatora, specicna elektricna provodnost opada i za dvade-
setak redova velicine, a toplotna za svega dva do tri. To implicira postojanje nekakvog
mehanizma prenosa toplotne energije i u uslovima kada je broj slobodnih elektrona veoma
limitiran (npr. kod izolatora).
3. Najubedljiviju eksperimentalnu potvrdu postojanja fonona pruza nam vibraciona spek-
troskopija, veoma osetljiva metoda za ispitivanje atomske strukture materijala i hemijskih
veza. Vibracione frekvencije se sa velikom tacnoscu mere pomocu infracrvene i Ramanove
spektroskopije: X-zraci i neutroni se neelasticno rasejavaju na kristalima, pri cemu promene
njihove energije odnosno impulsa odgovaraju kreaciji ili anihilaciji jednog ili vise fonona.
Dakle, fononi opisuju oscilatorno kretanje u posmatranoj kristalnoj strukturi i { s obzirom
da se kristal u smislu njegovih oscilatornih karakteristika moze smatrati sistemom povezanih
oscilatora { uvode se prilikom kvantnomehanickih analiza linearnog oscilatora, cija je energija:
En =

n+
1
2

~
 ; n 2 (0; 1; 2; :::) ; (2.1)
a njen prirastaj pri prelasku iz stanja n u stanje n+ 1 (tj. energija fonona):
En+1   En = ~
 :
Energija fonona zavisi od mase oscilatora M i konstante koja karakterise elasticnu silu oscilatora
C, tj. 
 =
p
C=M , a impuls mu je jednak ~p = ~ ~k.
2.1 Hamiltonijan fononskog podsistema
Niz atoma iste mase, na jednakim medusobnim rastojanjima (u polozaju ravnoteze), koji vrse
male oscilacije oko svojih ravnoteznih polozaja duz linije po kojoj su rasporedeni, predstavlja
jednodimenzioni model kristala. Iako takvih kristala nema u prirodi, razmatranje ovog modela
omogucava da se shvati priroda kretanja u realnim kristalima.
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Hamiltonijan fononskog podsistema za najjednostavniji monoatomni kristal (slika 2.1) je ob-
lika:
H =
X
~n
H~n +
1
2
X
~n;~m
V (~n  ~m) ; (2.2)
gde je H~n hamiltonijan izolovanog atoma na mestu ~n u kristalu, a V (~n  ~m) potencijal interakcije
izmedu dva atoma na mestima ~n i ~m (V (~n  ~m) = V (~m  ~n)). Isti oblik ima i hamiltonijan
trodimenzionog kristala proste kubne strukture (ax = ay = az  a).
un+1 un+2un-2 un-1 un
a
C
MM M M M
C C C
Slika 2.1: Jednodimenzioni niz istovrsnih atoma
Atomi ovakve kristalne resetke osciluju oko svojih ravnoteznih polozaja zbog elasticnih sila ko-
jima na svaki atom (molekul) deluju ostali atomi, pa se kristal moze tretirati kao sistem povezanih
oscilatora. Oscilovanje jednog atoma se pomocu elasticnih meduatomskih veza prenosi na susedne
atome, cime se formira mehanicki talas cija energija moze imati samo diskretne vrednosti. Zbog
medusobne povezanosti, jedan atom trpi uticaj svih ostalih atoma koji ga okruzuju i istovremeno i
sam utice na njihovo oscilovanje, tako da svaki kvant nosi pecat celokupnog kolektiva atoma. Stoga
se u kristalu ne moze govoriti o fononima kao pobudenjima individualnih atoma, vec o fononima
koji predstavljaju kvante oscilovanja kristala kao celine. Sve moguce oscilacije medusobno spreg-
nutih atoma mogu se predstaviti kao skup interagujucih elasticnih talasa razlicitih talasnih duzina
(frekvencija, tj. energija) koji se prostiru u celoj zapremini kristala. Posto su dimenzije kristala
ogranicene, na datoj temperaturi ce se uspostaviti stanje stacionarnih oscilacija koje predstavlja
superpoziciju harmonijskih ravnih talasa (stojeci talasi).
Potencijalna energija kristala na apsolutnoj nuli, kada su atomi ,,zamrznuti" u svojim ravno-
teznim polozajima data je izrazom [32{36,57{61]:
W =
1
2
X
~n;~m
V (~n  ~m) ; (2.3)
pri cemu je V (~n   ~m) potencijal interakcije izmedu dva atoma u cvorovima ~n i ~m. Ako se tem-
peratura povisi atomi pocinju da osciluju, tako da trenutni polozaj atoma vise ne karakterisu
vektori ~n i ~m, vec vremenski zavisni vektori:
~n+ ~u(~n; t) i ~m+ ~u(~m; t) ;
gde je ~u(~n; t)  ~u(~n) pomeraj atoma iz ravnoteznog polozaja ~n. Tada se mora izvrsiti i prelaz:
V (~n  ~m)  V0(~n  ~m)! V f(~n  ~m) + [~u(~n)  ~u(~m)]g :
S obzirom da su na niskim temperaturama pomeraji ~u (~n) mali, funkcija V se { primenom stan-
dardne teorije malih oscilacija { razvija u stepeni red po Dekartovim komponentama u (~n) vek-
tora ~u (~n) oko polozaja ravnoteze:
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V f(~n  ~m) + [(~u(~n)  ~u(~m)]g = V0(~n  ~m) +
X
;~n;~m

@V (~n  ~m)
@(~n  ~m)

0
[u(~n)  u(~m)] +
+
1
2
X
;~n;~m

@2V (~n  ~m)
@(~n  ~m)@(~n  ~m)

0
[u(~n)  u(~m)] [u(~n)  u(~m)] +    (2.4)
pri cemu  i  oznacavaju moguce projekcije vektora na ose Dekartovog sistema. Posto se svi
atomi, pre nego sto pocnu da osciluju, nalaze u ravnoteznim polozajima koji odgovaraju mini-
mumu meduatomske energije interakcije, pri razvijanju potencijalne energije u red po pomerajima
parcijalni izvodi  
@V~`
@u~`
!
u
~`
=0
;  2 fx; y; zg ; ~`= ~n  ~m
jednaki su nuli (uslov ravnoteze), pa se u razvoju, kao prvi razliciti od nule, pojavljuju clanovi koji
sadrze druge izvode energije meduatomske interakcije po projekcijama. Ovi clanovi predstavljaju
Hukove konstante elasticnosti:
C(~n  ~m) =

@2V (~n  ~m)
@(~n  ~m)@(~n  ~m)

0
:
Dalji clanovi u razvoju se odbacuju jer su srazmerni proizvodu tri i vise malih atomskih pomeraja.
Dakle, oscilovanje karakterise samo treci sabirak u izrazu (2.4), tzv. harmonijski clan. Ako se ovaj
clan sumira po svim cvorovima i doda mu se kineticka energija
X
;~n
M _u2=2, dobija se oscilatorni
hamiltonijan sistema:
H =
X
;~n
M
2
_u2(~n) +
1
4
X
;~n;~m
C(~n  ~m) [u(~n)  u(~m)] [u(~n)  u(~m)] : (2.5)
Posto sile koje deluju izmedu atoma u kristalu brzo opadaju sa porastom njihovog medusobnog
rastojanja j ~n ~m j, izraz za potencijalnu energiju u jednacini (2.5) moze se napisati u aproksimaciji
najblizih suseda, koja se sastoji u zameni sumiranja ~n; ~m ! ~n; ~n  ~, gde ~ povezuje atom na
mestu ~n sa njegovim najblizim susedima. Kako je intenzitet vektora ~ za sve najblize susede isti
(idealan kristal!), koecijent C(~) ne zavisi od ~. Na taj nacin oscilatorni hamiltonijan sistema
(2.5) postaje:
H =
X
;~n
M
2
_u2(~n) +
1
4
X
;~n;~
C
h
u(~n)  u(~n ~)
i h
u(~n)  u(~n ~)
i
: (2.6)
Iz analize oscilatornog kretanja atoma proizilazi da su fononi kvazicestice bozonskog tipa7, sa
svim pripadajucim osobinama. Opisivanje oscilatornog kretanja atoma u kristalima uvodenjem
pojma fonona dozvoljava mogucnost da se unutrasnjost kristala razmatra kao fononski gas. Pri-
likom kretanja u svim smerovima, osim sto se reektuju od granicnih povrsina kristala, fononi se i
medusobno sudaraju. Ovi sudari imaju za posledicu nastanak novih fonona koji se sa izmenjenim
energijama krecu u nekom drugom smeru, dok upadni fononi nestaju. Ipak, pojam ,,fononskog
gasa" treba shvatiti uslovno, jer se zagrevanjem kristala povecava energija njegovih oscilacija, a to
podrazumeva da raste i broj fonona. Broj fonona, dakle, nije stalan { pri zagrevanju oni nastaju,
a hladenjem kristala iscezavaju.
7Kada bi fononi bili fermionske kvazicestice, energija sistema ne bi zavisila od broja pobudenja u njemu, tj.
njena srednja energija od temperature, sto je u suprotnosti sa svim poznatim eksperimentalnim cinjenicama [55].
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2.2 Formiranje fononskog modela
Mada u prirodi nema cistih izotropnih kristala, niti se oni mogu na danasnjem nivou tehnologi-
je proizvesti, izucavanje idealnih (beskonacnih) struktura korisno je iz tog razloga sto se za osnovne
zicke fenomene mogu izracunati njihove globalne karakteristike i dobiti ono sto se naziva ,,kvali-
tativna slika", a zakljucci dobijeni na taj nacin, kao i metodologija istrazivanja, mogu se prenositi
na kristalne strukture sa narusenom translacionom simetrijom. Idealne beskonacne strukture
su kristali sa osobinom translacione invarijantnosti u tri uzajamno nekomplanarna pravca. Ovi
pravci, koji se uvode u kristalograji, ne moraju biti uzajamno ortogonalni, pa se zato u teorijskoj
zici kondenzovane materije uvodi dodatni Dekartov sistem. U ovoj disertaciji ce biti posmatran
samo kristal kubne strukture kod koga su uvedeni kristalografski pravci uzajamno ortogonalni. S
obzirom na to, hamiltonijan sistema u aproksimaciji najblizih suseda (2.6) moze da se napise u
obliku:
H =
X
;~n
p2;~n
2M
+
1
4
X
;~n;~
C
~n;~

u;~n   u;~n~
2
; (2.7)
gde je p =M _u { impuls atoma kristala, aM { njihova masa. Drugi sabirak sa desne strane znaka
jednakosti predstavlja efektivni meduatomski potencijal interakcije (Veff ).
( , , )n n nx y z
( +1, , )n n nx y z
( , +1, )n n nx y z
( -1, , )n n nx y z
( , -1, )n n nx y z
( , , -1)n n nx y z
( , , +1)n n nx y z
(X)
(Y)
(Z)
Slika 2.2: Atom u okruzenju najblizih suseda
Da bi se shvatio pocetak primene matema-
tickog formalizma prilozena je slika 2.2, koja
prikazuje ~n-ti atom kristala u okruzenju svo-
jih najblizih suseda. Radi jednostavnosti,
pretpostavlja se da se radi o prostoj kubnoj
strukturi sa jednim atomom po elementarnoj
celiji (primitivna celija). Vidi se da j~j=a
moze jedino da uzme vrednosti:  1 i 1. U
skladu sa svim ovim, izraz za fononski hamil-
tonijan (2.7) moze da se napise u pogodnijoj
(razvijenoj) formi [37,65{67]:
H = T + Veff ; (2.8)
pri cemu su:
T =
X
;~n
p2;~n
2M
; (2.9)
Veff =
X
;nx;ny;nz
C
4
h 
u;nx+1;ny ;nz   u;nx;ny ;nz
2
+
 
u;nx 1;ny;nz   u;nx;ny;nz
2
+
+
 
u;nx;ny+1;nz   u;nx;ny ;nz
2
+
 
u;nx;ny 1;nz   u;nx;ny;nz
2
+ (2.10)
+
 
u;nx;ny;nz+1   u;nx;ny;nz
2
+
 
u;nx;ny ;nz 1   u;nx;ny ;nz
2i
:
Torzione Hukove konstante C su zanemarene u odnosu na konstante istezanja C  C [32],
a operatori u~n i p~n =M _u~n zadovoljavaju standardne komutacione relacije:
u~n; p; ~m

= i~ ; ~n;~m ;

u~n; u; ~m

=

p~n; p; ~m

= 0 : (2.11)
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2.3 Zakon disperzije fonona
Energijski spektri i stanja bice potrazeni metodom Grinovih funkcija [37,42,46{50]. U tu svrhu
posmatra se dvovremenska temperaturska Grinova funkcija oblika:
G ~n;~m(t  t0)  hhu;~n(t) j u;~m(t0)ii = (t  t0) h

u;~n(t); u;~m(t
0)
i0 ; (2.12)
gde je: (t   t0)  Hevisajdova ,,step" funkcija sa osobinom: dd(t t0)(t   t0) =  (t  t0), a
hu;~n(t); u;~m(t0)i0   statisticki usrednjeni korelator pomeraja. Dvostrukim diferenciranjem
jednacine (2.12) po vremenu i neznatnim sredivanjem, dobija se:
M
d2
dt2
G ~n;~m(t  t0) =  i~ ~n;~m (t  t0) +
(t  t0)
i~
hp;~n(t); H(t)  ; u;~m(t0)i0 :
Uzimanjem t0 = 0 i Furije transformacijom t! !, poslednji izraz prelazi u jednakost:
+1Z
 1
d! e i!t

i~
2
~n;~m  M!2G ~n;~m(!) 
1
i~
hhp;~n; H j u;~mii! = 0 ;
koja je zadovoljena za:
 M!2G ~n;~m(!) =  
i~
2
~n;~m +
1
i~
hhp;~n; H j u;~mii! : (2.13)
Dalji postupak odredjivanja Grinovih funkcija G ~n;~m(!), zahteva izracunavanje komutatora koji
gurisu u visim Grinovim funkcijama hh   j   ii iz gornje jednacine.
p;mx;my ;mz ; H

=

p;mx;my ;mz ; T

+

p;mx;my;mz ; Veff
 
 p;mx;my ;mz ; Veff  = X
;nx;ny ;nz
C
4

2 p;mx;my ;mz ;  u;nx;ny ;nz   u;nx+1;ny ;nz  u;nx;ny ;nz   u;nx+1;ny ;nz +
+ 2

p;mx;my;mz ;
 
u;nx;ny ;nz   u;nx 1;ny ;nz
  
u;nx;ny;nz   u;nx 1;ny;nz

+
+ 2

p;mx;my;mz ;
 
u;nx;ny ;nz   u;nx;ny+1;nz
  
u;nx;ny;nz   u;nx;ny+1;nz

+
+ 2

p;mx;my;mz ;
 
u;nx;ny ;nz   u;nx;ny 1;nz
  
u;nx;ny;nz   u;nx;ny 1;nz

+
+ 2

p;mx;my;mz ;
 
u;nx;ny ;nz   u;nx;ny ;nz+1
  
u;nx;ny;nz   u;nx;ny;nz+1

+
+ 2

p;mx;my ;mz ;
 
u;nx;ny ;nz   u;nx;ny ;nz 1
  
u;nx;ny ;nz   u;nx;ny ;nz 1
	
=
=  i~
X
;nx;ny;nz
C
2

 
~n;~m   nx+1;mxny ;mynz ;mz
  
u;nx;ny;nz   u;nx+1;ny ;nz

+
+
 
~n;~m   nx 1;mxny ;mynz ;mz
  
u;nx;ny ;nz   u;nx 1;ny ;nz

+
+
 
~n;~m   nx;mxny+1;mynz ;mz
  
u;nx;ny ;nz   u;nx;ny+1;nz

+
+
 
~n;~m   nx;mxny 1;mynz ;mz
  
u;nx;ny ;nz   u;nx;ny 1;nz

+
+
 
~n;~m   nx;mxny ;mynz+1;mz
  
u;nx;ny ;nz   u;nx;ny ;nz+1

+
+
 
~n;~m   nx;mxny;mynz 1;mz
  
u;nx;ny ;nz   u;nx;ny;nz 1

=
=  i~C
 
6u;mx;my ;mz   u;mx+1;my ;mz   u;mx 1;my ;mz 
  u;mx;my+1;mz   u;mx;my 1;mz   u;mx;my ;mz+1   u;mx;my ;mz 1

:
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Ovde su iskoriscene komutacione relacije za pomeraje i impulse (2.11), kao i denicija Kro-
nekerovog simbola
p;q =

1 za p = q ;
0 za p 6= q :
Dalje, uzimajuci u obzir:
G ~n;~m  G nx;ny ;nz ;mx;my ;mz = hhu;nx;ny ;nz j u;mx;my ;mzii (2.14)
i zamenom nadenih komutatora u jednacinu (2.13) sledi:
  M!2G nx;ny;nz ;mx;my;mz =  
i~
2
nx;mxny ;mynz ;mz   C

6 G nx;ny;nz ;mx;my;mz 
  G nx+1;ny;nz ;mx;my ;mz  G nx 1;ny ;nz ;mx;my ;mz  G nx;ny+1;nz ;mx;my ;mz   (2.15)
  G nx;ny 1;nz ;mx;my ;mz  G nx;ny ;nz+1;mx;my ;mz  G nx;ny;nz 1;mx;my;mz

:
Primenom nove Furije transformacije (~n; ~m! ~k):
G ~n;~m(!) =
1
N
X
~k
e i(~n ~m)~k G~k (!) ; ~n;~m =
1
N
X
~k
e i(~n ~m)~k
na jednacinu (2.15), te nakon neznatnih algebarskih operacija, ona prelazi u:
M
N
X
~k
e i(~n ~m)~k

i~
2M
 G ~k (!)

!2 + 2
C
M
(3  cos axkx   cos ayky   cos azkz)

= 0 :
Ova jednakost je ispunjena za:
!2

2
+ 2 (cos axkx + cos ayky + cos azkz   3)

G ~k (!) =
i~
2 C
; (2.16)
gde je 
2 = C=M , odnosno za:
G ~k (!) =
i~
4M !(~k)
"
1
!   !(~k)
  1
! + !(~k)
#
; (2.17)
pri cemu je: !(~k) = 2

rP
j
sin2
aj kj
2 ; j 2 (x; y; z) . Odavde se, ocigledno, polovi Grinovih
funkcija nalaze kada se imenioci izraza u uglastoj zagradi izjednace sa nulom. Resavanjem tog
uslova po !  !(~k) dobija se trazeni zakon disperzije fonona:
E(~k)  ~ !(~k) = 2 E
r
sin2
axkx
2
+ sin2
ayky
2
+ sin2
azkz
2
; (2.18)
gde je E = ~
 = ~
p
C=M . Zbog poredenja ove relacije sa odgovarajucom za lm-strukture,
zgodno ju je napisati u sledecoj (bezdimenzionoj) formi:
E(~k) = 2
q
R(kxky) + S(kz) ; E(~k)  E(
~k)
E
; (2.19)
R(kxky) = sin2 axkx
2
+ sin2
ayky
2
; S(kz) = sin2 azkz
2
:
U aproksimaciji malih talasnih vektora, za koju je k =
q
k2x + k
2
y + k
2
z i uz uvodenje oznake:
ax = ay = az  a, poslednja relacija se svodi na:
E(~k) = a k ; (2.20)
sto predstavlja tipican i poznat izraz za zakon disperzije akustickih fonona.
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Pazljiva razmatranja pokazuju da u kristalima postoji nekoliko tipova prostiranja talasnih
poremecaja, koji se razlikuju po kretanju atoma unutar elementarne celije. Svaki tip fonona
karakterise specicna zavisnost energije od kvaziimpulsa. Kod niza sa tri stepena slobode postoje
tri nacina oscilovanja: jedan duz pravca niza i dva uzajamno normalna, u ravnima ortogonalnim na
osu niza. U ovakvim sistemima se javlja mogucnost rasprostiranja dva vida talasa: longitudinalnih
i transverzalnih, sto sledi iz uslova normiranja. Kod longitudinalnih talasa, vektor pomeraja
atoma ~u (~k) usmeren je duz lanca i podudara se sa pravcem prostiranja talasa ~e1 k ~k. Kod
transverzalnih talasa, vektor polarizacije ~e2 normalan je na osu lanca i na talasni vektor
~k, ~e2 ? ~k.
Za male vrednosti ~k zakoni disperzije longitudinalnih i transverzalnih talasa imaju isti oblik:
!k = vkk ; !? = v?k :
U kristalima sa prostom elementarnom celijom sve tri komponente frekvencija mehanickih
talasa ! (k) teze ka nuli kada k ! 0. Takvi kvanti mehanickih pobudenja sa linearnim zakonom
disperzije nazivaju se akusticki fononi. Ako se na slican nacin analizira kristal slozene strukture
sa  podresetki po elementarnoj celiji, onda se za dozvoljene frekvencije dobija 3 resenja, od
kojih tri frekvencije uvek teze nuli kada k ! 0 i odgovaraju akustickim fononskim granama, dok
za ostale (3   3) grane vazi lim
k!0
! (k) 6= 0, a mehanicke oscilacije sa ovom osobinom nazivaju se
opticki fononi (slika 2.3).
optičkagrana
akustička grana
w(k)
- /p a 0 k p/a
Slika 2.3: Disperzione krive fonona za kristalnu resetku sa dvoatomnim bazisom
Ova razmatranja se odnose na fononske spektre u okviru jedne elementarne celije. Trodimen-
zioni kristal sa N elementarnih celija i  podresetki ima 3N stepeni slobode kretanja. Fononski
spektar onda uvek cine 3 akusticke grane i 3N   3 optickih grana. Treba, medutim, nagla-
siti da se u prostim kristalnim strukturama javljaju samo akusticki, dok se u slozenim, pored
akustickih, javljaju i opticki fononi. Kako ce dalje analize biti sprovedene za proste strukture, a
dovesce do zakona disperzije fonona za tanke lmove, superresetke, kvantne zice i tacke, koji ce
ukazati na postojanje odgovarajuceg energijskog gepa, umesno je podvuci da fononi u nanostruk-
turama spadaju u akusticke, ali se (s obzirom na to da pokazuju neke od osobina optickih fonona
  konkretno poseduju gep) jos nazivaju akusticki fononi optickog tipa. Ovo se moze tumaciti
time da je za pobudenje (nastanak) takvih fonona sistemu (kristalnom lmu) potrebno spolja
dovesti energiju   najmanje jednaku velicini energijskog gepa, odnosno, potrebno mu je podici
temperaturu iznad neke, aktivacione.
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2.4 Gustina fononskih stanja
Gustina stanja odgovara broju dozvoljenih fononskih energijskih stanja po jedinici energijskog
intervala oko date energije E. Veliki broj osobina kristala (posebno poluprovodnika), ukljucujuci
opticke (npr. koecijent apsorpcije i emisije), termodinamicke i transportne osobine odreden je
gustinom njihovih stanja. Upravo je mogucnost planiranja gustine energijskih stanja jedna od
glavnih motivacija upotrebe niskodimenzionih kvantnih struktura.
Funkcija spektralne gustine fonona daje raspodelu broja fonona sa razlicitim energijama na
skali frekvencije [35{36,51{64]:
D(!)  dn
d!
; D(!) =
3X
=1
D(!) ; (2.21)
gde je n broj stanja u svim granama spektra (akustickim i optickim) za datu frekvenciju, a V
zapremina. U opstem slucaju, ova funkcija se moze izraziti kao:
D(!) = V
3X
=1
Z
d~k
(2)3
(!   !(~k)) = V
3X
=1
Z
dS
(2)3
1
jr!(~k)j
; (2.22)
gde se poslednji integral uzima po povrsini I Briluenove zone, na kojoj je !(~k) = const. Gustina
stanja se moze izracunati ako je poznat zakon disperzije ! = ! (~k).
Gustina fononskih stanja moze se odrediti i metodom Grinovih funkcija, a denise se preko:
D
~k
(!) =M~ 1
X
~k
g
~k
(!) ;
gde je g~k(!) spektralna funkcija Grinove funkcije [32,58]. Ona se moze izraziti kao:
g
~k
(!) = 2 Re
n
G~k (! + i")
o
=
~
2M!~k
h
(!   !~k )  (! + !

~k
)
i
i normira se na sledeci nacin:
!
D=AZ
0
d! D~k(!) = 1 ;
gde !
D=A
predstavlja Debajevu ili Ajnstajnovu frekvenciju.
Izracunavanje D (!) je u opstem slucaju veoma slozen zadatak. Ipak, poznavanje tacnog oblika
D (!), a narocito polozaja maksimuma te funkcije na frekventnoj skali, od izuzetnog je znacaja
pri interpretaciji razlicitih zickih efekata i tumacenja eksperimentalnih rezultata u cvrstim te-
lima (npr. pri izucavanju magneto-akustickih rezonancija, volt-amperskih karakteristika tunelskih
prelaza, u mesbauerovskoj spektroskopiji, superprovodnosti itd.) [35].
2.5 Fononska termodinamika
Mehanicke, magnetne i dielektricne osobine kristalnih supstanci u velikoj meri zavise od tempe-
rature. Najocigledniji primer materijala kod kojih se elektricne osobine drasticno menjaju sa
temperaturom nalazimo kod poluprovodnika [5{6,8{9,31,53], usled cega je za nesmetan rad vi-
soko integrisanih elektronskih sklopova od sustinskog znacaja odvodenje Dzulove toplote. U cilju
odredivanja osobina i mogucnosti primene pojedinih materijala neophodno je znati odakle potice
ova toplota, kako je materijal prima (tj. kolika mu je toplotna kapacitivnost) i kako se toplota
prostire kroz materijal (tj. kolika mu je toplotna provodnost).
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Termicke osobine kristalnih supstanci razjasnjene su { barem u opstim crtama { tek u prvim
decenijama dvadesetog veka primenom kvantne mehanike [68{73]. Kao sto je vec ranije spomenuto,
kristal se moze posmatrati kao sistem medusobno povezanih oscilatora. Pomeraj jednog cvora
kristalne resetke izaziva dejstvo sile na susedne cvorove, a time i njihov pomak. Na taj nacin se
kroz kristal prostire deformacija. Ako je uzrok njenog sirenja oscilatorno kretanje, deformacija ce
biti periodicna, tj. kroz kristal ce se siriti talasno kretanje. S obzirom na talasno-korpuskularni
dualizam, ovim talasima mogu se pridruziti cesticna obelezja, tj. fononi odgovarajucih energija.
Ukupna unutrasnja (toplotna) energija kristala nalazi se u fononima. Pri toplotnom pobudenju
kristala (tj. zagrevanju) njihov broj se povecava, tj. povisenje energije kristala za ~! znaci pojavu
jednog fonona.
2.5.1 Toplotna kapacitivnost kristalne resetke
Toplotna kapacitivnost kristalne resetke8 denise se kao:
Cb 

@U
@T

V
= T

@S
@T

V
; (2.23)
gde je U { unutrasnja energija kristala, S { odgovarajuca promena entropije, a T { temperatura.
Termodinamicko ponasanje gotovo svih karakteristika kristala odreduju fononi, usled cega je ne-
ophodno proceniti njihov udeo u ukupnoj toplotnoj kapacitivnsti cvrstog tela, odnosno toplotnoj
kapacitivnosti posmatrane kristalne strukture (jer se obracun vrsi po elementarnoj celiji datog
kristala).
U vezi sa toplotnom kapacitivnoscu stoje sledece eksperimentalne cinjenice.
 U oblasti visih (sobnih) temperatura vrednost toplotne kapacitivnosti prakticno svih cvrstih
tela priblizno iznosi 3NkB, gde je N { broj atoma u uzorku.
 Sa snizavanjem temperature toplotna kapacitivnost opada i tezi nuli kao T 3 kod izolatora,
odnosno kao T kod metala. Ukoliko metal postaje superprovodnik opadanje je jos i brze.
 U magnetnim cvrstim telima postoji znatno povecanje toplotne kapacitivnosti u blizini tem-
perature pri kojoj magnetni momenti postaju uredeni.
Ajnstajnov model. 1907. godine Ajnstajn je postavio teoriju toplotne kapacitivnosti zasno-
vanu na Plankovoj kvantnoj hipotezi, pretpostavljajuci da svaki atom kristala osciluje oko svog
ravnoteznog polozaja frekvencijom !. Svaki atom poseduje istu frekvenciju i osciluje nezavisno od
svih ostalih atoma, sto podrazumeva da je jedan mol kristala sastavljen od 3N jednodimenzionih
oscilatora. Normalne vibracije resetke su medusobno nezavisne ukoliko je primenljiv Hukov za-
kon. To znaci da energija jedne od vibracija kristalne resetke zavisi samo od njene frekvencije !
i fononske zauzetosti stanja n, a nezavisna je od zauzetosti stanja svih ostalih vibracija resetke.
U stanju termodinamicke ravnoteze pri temperaturi T zauzetost stanja data je Plankovom ili
Boze-Ajnstajnovom raspodelom:
hni = 1
e
~!
kBT   1
: (2.24)
Srednja vrednost energije jednog oscilatora frekvencije ! je hni~!, dok je za N oscilatora koji
imaju istu rezonantnu frekvenciju:
U = Nhni~! = N~!
e
~!
kBT   1
; (2.25)
8Pod ovim pojmom obicno se podrazumeva toplotna kapacitivnost pri konstantnoj zapremini. Indeks ,,b" ukazuje
na to da se radi o balku, odnosno neogranicenoj kristalnoj strukturi.
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te je odgovarajuca toplotna kapacitivnost cvrstog tela sastavljenog od N oscilatora sa istim rezo-
nantnim frekvencijama ! prema (2.23), (2.24) i (2.25):
Cb =

@U
@T

V
= NkB

~!
kBT
2 e ~!kBT
e
~!
kBT   1
2 :
Posto svaki od N oscilatora (atoma) ima tri stepena slobode, prethodna jednacina se koriguje na
sledeci nacin:
Cb = 3NkB

~!
kBT
2 e ~!kBT
e
~!
kBT   1
2 :
U slucaju dovoljno visokih temperatura, kada je kBT  ~!, vazi razvoj:
e
~!
kBT  1 + ~!
kBT
;
tako da se poslednja relacija svodi na:
Cb = 3NkB ; (2.26)
sto predstavlja poznati Dilon-Ptijev zakon, prema kome toplotna kapacitivnost kristala ne zavisi
od temperature. Sa druge strane, u slucaju niskih temperatura (kBT  ~!) je:
e
~!
kBT  1 ;
tako da priblizno vazi:
Cb  e 
~!
kBT :
Drugim recima, kada se temperatura snizava, toplotni kapacitet resetke eksponencijalno tezi ka
nuli. Eksperimentalno je, medutim, ustanovljeno da je u tom slucaju Cb  T 3, sto se moze
objasniti pomocu Debajevog modela. Nepotpunost Ajnstajnovog modela objasnjava se time sto
elasticni talasi u cvrstom telu nemaju svi istu rezonantnu frekvenciju.
U okviru Ajnstajnovog modela, koji kristal tretira kao skup 3N nezavisnih kvantnih oscilatora
koji osciluju sa sopstvenom frekvencijom !(~k) = !A , izraz za gustinu stanja optickih fonona
glasi:
DA(!) =
Z
d~k
(2)3
(!   !A) = N (!   !A) : (2.27)
Broj tih oscilatora je 3 (   1)N , gde je  broj podresetaka u celiji.
Debajev model. Ajnstajnov pristup je previse jednostavan, s obzirom da atomi ne osciluju
nezavisno, vec formiraju sistem medusobno povezanih oscilatora, usled cega je za ocekivati da ce
frekventni spektar sadrzati ukupno 3N normalnih modova. 1912. godine Debaj je pretpostavio
da je frekventni spektar isti kao kod elasticnog kontinuuma sa visokofrekventnom granicom !D .
Energija sistema oscilatora razlicitih frekvencija ! (~k) koji se nalaze u stanju termodinamicke
ravnoteze, data je sa:
U =
X
~k
hn~ki~!~k ;
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gde je svako hn~ki povezano sa !~k preko Boze-Ajnstajnove raspodele (2.24). Sumu u ovoj relaciji
cesto je pogodno zameniti integralom: ako se pretpostavi da kristal poseduje D(!) d! vibracija u
frekventnom intervalu od ! do ! + d!, tada je:
U =
Z
d!D(!)hn(!; T )i~! ;
gde je D fononska gustina stanja denisana relacijom (2.22). Toplotna kapacitivnost se odreduje
diferenciranjem hn(!; T )i po temperaturi, ali je prethodno neophodno pronaci fononsku gustinu
stanja po jedinicnom intervalu frekvencija D(!).
Pretpostavimo da sve tri akusticne grane spektra karakterise u dugotalasnoj aproksimaciji
linearni zakon disperzije !(k) = v  k. Ova relacija vazi u izotropnom elasticnom kontinuumu.
Da bi ona ostala na snazi i u kristalu koji poseduje karakteristicnu atomsku strukturu, neophodno
je da talasna duzina zvucnih talasa bude mnogo veca od meduatomskog rastojanja (  a). S
obzirom na vezu izmedu talasne duzine i talasnog broja u obliku:
k =
2

;
sledi da se Debajeva aproksimacija uspesno primenjuje na niskofrekventne oscilatore, odnosno u
oblasti malih talasnih vektora. Smatrajuci, takode, da talasni vektori fonona leze u sferi radijusa
kD , a ne u I Briluenovoj zoni, izraz (2.22) dobija jednostavniji oblik:
DD(!) =
3V
(2)3
Z
0
sin  d
2Z
0
d'
k
DZ
0
k2 dk (!   vk) =
8<: 3V22 !
2
v3
; za ! < !D ;
0 ; za ! > !D ;
(2.28)
gde je:
v = 3
1
3

2
v3t
+
1
v3`
  1
3
srednja brzina zvuka u kristalu (vt je transverzalna, a v` longitudinalna komponenta brzine), a
!D { Debajeva frekvencija, koja se odreduje preko maksimalne vrednosti talasnog vektora u prvoj
Briluenovoj zoni. Ako posmatrani uzorak sadrzi N elementarnih celija, tada je ukupni broj stanja
akustickih fonona jednak N , a Debajeva frekvencija se odreduje iz uslova normiranja:
N =
!
DZ
0
DD(!) d! =
V !3
D
62v3
=
Na3!3
D
62v3
(broj cvorova resetke jednak je broju fononskih stanja), odakle je:
!D =
3
p
62
a
 v : (2.29)
Maksimalna vrednost talasnog vektora u I Briluenovoj zoni (Debajev talasni vektor) moze se
odrediti na osnovu prethodno uvedene aproksimacije da talasni vektori fonona leze u sferi radijusa
kD , na osnovu cega proizilazi
9:
V =
( 4
3


akb
D
3
a3kxkykz
; kx=y=z 2
h
 
a
;

a
i
) kx = ky = kz =
2
a
;
9Indeks ,,b" u oznaci za talasni vektor kb
D
podrazumeva da je on denisan za neogranicenu kristalnu strukturu,
tj. balk.
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te je:
4
3


akb
D
3
= a3kxkykz = 8
3 ) kb
D
=
3
p
62
a
: (2.30)
Uporedivanjem jednacina (2.29) i (2.30) zakljucujemo da je:
!D = k
b
D
 v :
Preko Debajeve frekvencije uvodi se i njoj odgovarajuca Debajeva temperatura pomocu relacije:
kBTD = ~!D ;
(kB je Bolcmanova konstanta), odakle je:
TD =
~!D
kB
=
~vkD
kB
=
3
p
62~v
akB
: (2.31)
Procena reda velicine Debajeve temperature moze se dobiti uzimajuci da je kD  108 cm 1 i
!D  1013 s 1, na osnovu cega sledi: TD  10K. Debajeve temperature (T < 10K) su takve da
se moze pretpostaviti da akusticke grane poseduju energije proporcionalne talasnom vektoru:
~!(~k) = ~vk za akmax  0; 1 ;
gde je v { brzina zvuka odgovarajuce grane oscilovanja, reda velicine v  (103  105)m/s, ako
je a  10 10m.
Unutrasnja energija je sada, prema (2.24) i (2.28), data sa:
U =
Z
d!D(!)hn(!; T )i~! =
!
DZ
0
d!

!2V
22v3
0@ ~!
e
~!
k
B
T   1
1A ;
sto se moze napisati u obliku:
U =
V
22v3~3
(kBT )
4
!
DZ
0

~!
k
B
T
3
e
~!
k
B
T   1
d

~!
kBT

:
Ako se { radi jednostavnosti { pretpostavi da je fononska brzina nezavisna od polarizacije,
prethodni izraz mnozi se faktorom 3 i dobija:
U = 9NkBT

T
TD
3 xDZ
0
x3
ex   1 dx ; (2.32)
gde je N { broj atoma u datom uzorku, x =
~!
kBT
, a xD =
~!D
kBT
. Toplotna kapacitivnost odreduje
se diferenciranjem ovog izraza po temperaturi:
Cb = 9NkBT

T
TD
3 xDZ
0
x4 ex
( ex   1)2 dx : (2.33)
U slucaju visokih temperatura:
T  TD =
~v
kBa
3
p
62 ;
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integraciona promenljiva x je u celoj oblasti veoma mala, sto dozvoljava primenu aproksimativne
formule:
ex  1 + x za x 1 ;
te se relacija (2.32) svodi na:
U = 9NkBT

T
TD
3 x3
D
3
= 3NkBT
i konacno:
Cb = 3NkB :
Dakle, u visokotemperaturskom podrucju Debajeva aproksimacija svodi se na Dilon-Ptijevo pravi-
lo (2.26). U cilju uporedivanja ove vrednosti sa vrednostima dobijenim za lm-strukture, kvantne
zice i kvantne tacke, pogodno je toplotnu kapacitivnost obracunati po jednoj elementarnoj celiji
kristala:
Cb =
1
N
@U
@T
= 3kB : (2.34)
U granicama niskih temperatura, kada xD !1, vrednost integrala u relaciji (2.32) uzima se
iz tablica integrala [55{57]:
1Z
0
x3
ex   1 dx =
4
15
;
pa je:
U =
34
5
NkBT

T
TD
3
;
te se za toplotnu kapacitivnost dobija izraz:
Cb =
124
5
NkB

T
TD
3
; (2.35)
tj. toplotna kapacitivnost pri niskim temperaturama srazmerna je trecem stepenu temperature,
sto je u saglasnosti sa eksperimentalnim rezultatima i predstavlja tzv. Debajev T 3 { zakon.
Toplotna kapacitivnost obracunata po jednoj elementarnoj celiji kristala iznosi:
Cb =
1
N
@U
@T
=
124
5
kB

T
TD
3
 C0  T 3 ; (2.36)
gde je:
C0 =
124
5
kB ;
a
T = T
TD
:
Jednostavnost Debajevog prilaza sastoji se u tome da se ceo termodinamicki aspekt fonona u
kristalu izrazava preko jednog parametra D = kBTD . Debajeva temperatura igra vaznu ulogu u
teoriji oscilacija kristalne resetke i eksperimentalno se odreduje merenjem toplotne kapacitivnosti
na niskim temperaturama. Ona odvaja niskotemperatursku oblast, gde se mora koristiti kvantna
statistika, od visokotemperaturske gde vazi i klasicna statisticka mehanika. Za razlicita tela D
je razlicita [35,54{57], ali sva tela pokazuju istu zavisnost toplotne kapacitivnosti i entropije od
redukovane temperature T /TD .
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Uprkos aproksimacijama, Debajeva teorija se slaze sa eksperimentima. Kao kod Ajnstajn-
ovog modela, u visokotemperaturskom limesu dobija se dobro slaganje sa klasicnim rezultatima
za specicnu toplotnu kapacitivnost. Pri niskim temperaturama specicna toplotna kapacitivnost
i entropija se ponasaju  T 3. Time je kvantna teorija objasnila odstupanje klasicne teorije od
eksperimenta.
2.5.2 Toplotna provodnost
Toplotna provodnost metala
Provodenje toplote u metalu se sastoji od dve komponente: elektronske provodljivosti i toplotne
provodnosti resetke [68{71], pa se i koecijent toplotne provodnosti moze napisati u obliku zbira:
 = e + p : (2.37)
Stacionarni karakter procesa prenosenja toplote se obezbeduje pomocu nekoliko mehanizama re-
laksacije. Kod elektronske toplotne provodnosti ti mehanizmi su:
 sudari elektrona sa primesama ed,
 sudari elektrona sa fononima ep,
 medusobni sudari elektrona ee.
Mehanizmi relaksacije kod toplotne provodnosti resetke su:
 sudari fonona i elektrona ep,
 medusobni sudari fonona pp,
 sudari fonona sa granicama, defektima i primesama pd.
Prakticno postoji sest mehanizama toplotne provodnosti. Za egzaktno nalazenje koecijenta top-
lotne provodnosti treba resiti potpunu kineticku jednacinu koja obuhvata svih sest mehanizama.
Toplotna otpornost za odgovarajuci tip nosilaca moze se napisati kao zbir toplotnih otpornosti
koji odgovaraju razlicitim mehanizmima:
 1e   1ed +  1ep +  1ee ;
 1p   1pe +  1pp +  1pd :
(2.38)
U zavisnosti od uslova, razliciti mehanizmi imaju razliciti uticaj. Kod obicnih metala osnovni
udeo u prenosenju toplote daje elektronska komponenta e, dok fononska komponenta p cini
svega nekoliko procenata ukupne toplotne provodnosti. Temperaturska zavisnost e normalnih
metala je denisana relacijom [28,30,33,68{71]:
1
ne
= T 2 +

T
: (2.39)
Prvi clan je odreden interakcijom elektrona i fonona, a drugi rasejanjem elektrona na defektima,
primesama ili granicama kristala. U idealnom kristalu toplotna provodnost bila bi data samo
prvim clanom i tezila bi u1 kada T ! 0 K. Ipak, na dovoljno niskim temperaturama elektroni se
rasejavaju na uvek prisutnim defektima i primesama sto postepeno dovodi do linearnog opadanja
toplotne provodnosti kada T ! 0 K. Pri nekoj temperaturi, koja je odredena cistocom uzorka,
uocava se maksimum toplotne provodnosti normalnih metala. Sto je veca koncentracija primesa,
maksimum se pomera ka visim temperaturama. Ova relacija se moze transformisati u oblik:
T
ne
= T 3 +  ; (2.40)
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gde se uocava linearna zavisnost od T 3, sto je i eksperimentalno potvrdeno. Povecanje ucesca
primesa u materijalu ne menja koecijent , dok koecijent  raste.
Uticaj resetke na toplotnu provodnost kod normalnih metala je mali. Njena mala vrednost
kod metala je uslovljena velikim rasejanjem fonona na slobodnim elektronima. Medutim, kod
dielektrika je fononska toplotna provodnost srazmerno velika.
Toplotna provodnost dielektrika
Osnovni udeo u prenosenju toplote kod dielektrika daju fononi. Mehanizmi toplotne provod-
nosti u dielektricima su, osim sudara medu fononima (N  i U  procesi)10 i sudari fonona sa
primesama, defektima kristalne resetke ili sudari fonona sa granicama kristala.
Temperaturska zavisnost mehanizama rasejanja fonona je sledeca [28{30]:
 rasejanje na granicama uzorka  BT 3,
 rasejanje na elektronima  ET 2,
 rasejanje na dislokacijama  DT 2,
 rasejanje na tackastim defektima  PT ,
 rasejanje na drugim fononima  gTne  mT .
Na slici 2.4 prikazana je temperaturska zavisnost mehanizama relaksacije na granicama (1), elek-
tronima (2), U  procesima (3), necistocama (4) i usled anharmonijskih veza (5).
M
E
H
A
N
I
Z
M
I
R
A
S
E
J
A
N
J
A
TT
a) b)
Slika 2.4: a) Temperaturska zavisnost mehanizama relaksacije ;
b) Toplotna provodnost Al2O3 u sirem temperaturskom intervalu
Ukupna fononska toplotna otpornost je [28{30]:
 1p = BT
 3 + ET 2 +DT 2 + PT + gTne 

mT : (2.41)
10Normalni fonon-fononski procesi su procesi u kojima se ukupni kvaziimpuls odrzava, tj. ~P =
X
~q
n~q~~q = const.
Normalni procesi (N  procesi) rasejanja fonona na fononima ne menjaju velicinu ~P . Stoga ukupni protok toplote,
koji ima datu vrednost ~P , nece biti prigusen i toplotna provodnost mora biti beskonacna. To znaci da je u uzorku
prisutna konvekcija fonona. Toplotna provodnost u kristalu bice konacna zahvaljujuci postojanju procesa preskoka
(U  procesa). To su procesi u kojima se ukupni pocetni i krajnji kvaziimpulsi razlikuju za nenulti vektor reciprocne
resetke. U ovim procesima se kvaziimpuls ne odrzava i to dovodi do smanjenja proticanja toplote, tj. protok toplote
postaje konacan.
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Temperatursko ponasanje toplotne provodnosti izolatora u celokupnom opsegu temperatura je
sledece: pri niskim temperaturama toplotna provodnost ce rasti proporcionalno T 3 isto kao i
toplotna kapacitivnost, jer se brze povecava srednji slobodni put fonona nego sto se smanjuje
njihov broj. Vrednosti su i do nekoliko stotina puta vece od vrednosti pri sobnoj temperaturi.
Rast traje sve dok se ne postigne temperatura pri kojoj su procesi preskoka toliko ucestali da
srednji slobodni put ne bude manji od srednjeg slobodnog puta koji odgovara rasejanju na granici
kristala (tj. dok srednji slobodni put fonona ne postane uporediv sa dimenzijama uzorka). U toj
tacki postoji maksimum toplotne provodnosti koja zatim pocinje eksponencijalno da opada. To je
zato sto se sa daljim snizavanjem temperature smanjuje broj fonona, a efektivni srednji fononski
slobodni put nije vise moguce produziti.
Na srednji slobodni put fonona pri niskim temperaturama bitno mogu uticati primese i defekti
kristalne resetke. To znaci da se odgovarajucim postupcima u proizvodnji materijala moze uticati
na toplotnu provodljivost.
Na visokim temperaturama (znatno visim od TD) toplotna provodnost dielektrika takode
opada, ali ne eksponencijalno vec srazmerno 1=T sto je posledica postojanja velikog broja fonona
sposobnih da ucestvuju u procesima rasejanja (sa preskokom), dok toplotna kapacitivnost tezi
konstantnoj vrednosti.
U cistim kristalima na temperaturama T > TD toplotna provodnost se moze izraziti [30] kao:
 = 0
TD
T
; 0  5 10 8
AaT 2
D
2
; (2.42)
gde je A srednja atomska tezina, a konstanta resetke merena u 10 10 m, TD Debajeva temperatura
izrazena u K, a  Grinajzenova konstanta. U slucaju T < TD :
 = a

T
TD
3
e
T
D
bT ; (2.43)
gde su a i b konstante koje se odreduju eksperimentalno.
Fononi i toplotna provodnost
Pri toplotnom pobudenju kristala u njemu nastaju fononi. Oni se prostiru kroz kristal brzi-
nom zvuka i prenose toplotnu energiju. Opisivanje oscilacija kristalne resetke pomocu fonona
dozvoljava da se unutrasnjost kristala razmatra kao fononski gas: krecuci se u svim smerovima
fononi se { pored toga sto se reektuju na granicnim povrsinama kristala { takode i medusobno
sudaraju. Rezultat tih sudara su novi fononi koji se sa izmenjenim energijama krecu u nekom
drugom smeru, dok prvobitni fononi nestaju. Koecijent toplotne provodnosti cvrstog tela [51{64]
najjednostavnije je denisati preko gustine toplotnog uksa ~j na sledeci nacin: ukoliko u cvrstom
telu postoji temperaturski gradijent rT , gustina toplotnog uksa data je sa:
~j =  rT ;
gde je  { koecijent toplotne provodnosti. Negativan predznak u ovoj relaciji pokazuje da je smer
toplotnog uksa suprotan od smera temperaturskog gradijenta, odnosno toplotna struja tece od
toplijeg ka hladnijem kraju tela. Na osnovu elementarne kineticke teorije [54{57] proizilazi da je:
 =
1
3
Cv ;
gde je C { toplotna kapacitivnost fonona, v { njihova brzina i  { fononski srednji slobodni
put. Dakle, pri datom temperaturskom gradijentu gustina toplotnog uksa proporcionalna je
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gustini fonona (izrazenoj toplotnim kapacitetom jedinice zapremine), njihovoj brzini i srednjem
slobodnom putu. U ovoj relaciji ucinjena je aproksimacija utoliko sto je pretpostavljeno da se svi
fononi krecu istom brzinom v. Ovaj uslov je priblizno ispunjen sve dok se frekvencija fonona ne
priblizi granicnoj Debajevoj frekvenciji !D .
Uzimajuci u obzir da se koecijent difuzije11 [74{76] moze izraziti kao:
D =
1
3
hvihli ;
dolazi se do ekvivalentnog izraza za koecijent toplotne provodnosti:
 = CvD =
C
V
D = CDM : (2.44)
Ovde je C specicna toplotna kapacitivnost, a M gustina materijala. Radi nalazenja koecijenta
toplotne provodnosti prvo trazimo koecijent difuzije i promene gustine sa temperaturom, posto
je izraz za toplotnu kapacitivnost poznat.
11Koecijent difuzije je, preciznije govoreci, tenzorska velicina!
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3 Fononi u tankim kristalnim lmovima
Tanki kristalni lmovi predstavljaju ogranicene kristalne strukture kod kojih se uslovi na gra-
nicama razlikuju od onih u unutrasnjosti [5{7,65{67,77{80], tj. kod kojih je translaciona simetrija
narusena duz pravca normalnog na lm (z pravac na slici 3.1).
X/Y
Z
nz =0
nz =1
nz = 1
–
n Nz = z
–1
n Nz = z
n Nz = z+1
C
C
C
C
(1+ )ε C
(1+ )γ C
SUPSTRAT
SPOLJAŠNJA SREDINA
L
.
.
.
.
.
.
.
.
.
Slika 3.1: Poprecni presek (u X=Y   Z ravni) modela kristalnog lma
Ako unutar lma (izmedu granicnih povrsina) nema nikakvih deformacija (narusenja) kristalne
strukture (kristalna resetka je bez primesa, vakancija i sl.), onda se on naziva idealnim lmom.
U suprotnom, ako ove deformacije postoje (npr. kao posledice dopingovanja stranim atomima),
tada se ta struktura naziva deformisanim lmom.
3.1 Model lma
Posmatra se idealni12 tanki lm kubne kristalne strukture nacinjen na supstratu nekim teh-
nicko-tehnoloskim postupkom (naparavanjem, rasprsivanjem i sl.), ciji su osnovni kristalografski
podaci (slika 3.1):
ax = ay = az  a ; Nx;y  108  Nz  10 ;
C;~n;~m = C
;
~n;~m = C

~n;~n = C~n;~n = Cnz ;nz1 ;
CNz ;Nz+1 = CNz+1;Nz = (1 + )C ; C 1;0 = C0; 1 = (1 + ")C ; ";  2 [ 1:5;+1:5] ;
gde je a konstanta kristalne resetke, Nx=y=z su brojevi atoma duz x; y i z pravaca, C Hukove
konstante elasticnosti i nz 2 (0; 1; 2;    ; Nz) indeks resetke duz z pravca. Na osnovu toga, o
modelu se moze zakljuciti sledece:
12Pojam ,,idealni" koristi se u smislu nenarusenja kristalne strukture (bez prisustva defekata, primesa i sl.), a ne
u smislu njene prostorne neogranicenosti.
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1. Kristalni lm poseduje dve beskonacne granicne povrsine paralelne XY  ravnima i to za
z = 0 i z = L, dok u z { pravcima ima konacnu debljinu (L = Nz a).
2. Duz z { ose locirano je Nz + 1 atoma.
3. Torzione konstante C zanemarljive su u odnosu na konstante istezanja C.
4. Smatra se da atomi koji pripadaju granicnim slojevima prikazanog tankog lma intera-
guju sa spoljasnjom sredinom, bez obzira na to sto duz z pravaca iznad gornje i ispod
donje granicne povrsi nema atoma (motiva, cvorova) lma, ali su granicni atomi ,,spregnuti"
izmenjenim Hukovim silama za atome sredine, odnosno supstrata [37{40]. U skladu sa
napred navedenim uslovima, konstante elasticnosti koje opisuju interakciju atoma granicnih
povrsi sa spoljasnjim sredinama (supstrat i npr. vazduh), modikovane su odgovarajucim
koecijentima " i .
Uzimajuci u obzir uslove Cj = C, (j = 0; 1; 2;    ; Nz   1; Nz) i cinjenicu da su slojevi za
nz   1 i za nz  Nz + 1 odsutni, moramo obracunati i sledece:
u;nx;ny ;j = 0 ;  1  j ^ j  Nz + 1 ; (j 62 [0; Nz]) ;
C 1 = (1 + ") C ; CNz+1 = (1 + ) C :
Kada bi bilo: C 1 = CNz+1 = 0 (" =  =  1), tada bi granicni atomi za nz = 0 i nz = Nz bili
,,zamrznuti", tj. javio bi se efekat ,,krutih zidova", a ako bi vazilo: C 1 = CNz+1 = C (" =  =
0), bio bi to efekat ,,slobodnih povrsi" [42,65{67]. S obzirom na denisani model, hamiltonijan
fononskog podsistema opisanog lma u aproksimaciji najblizih suseda ima isti oblik kao i kod
neogranicenih kristala { izrazi (2.8 2.10), ali ga je, zbog postojanja granicnih slojeva, zgodno
napisati u razdvojenom vidu:
H = HP +HZ  T + V Peff + V Zeff ; (3.1)
gde je T { standardni kineticki clan, V Peff { povrsinski, a V
Z
eff { zapreminski potencijal interakcije.
n nx y, ,0 n nx y, ,0+1
n nx y, ,0-1
n nx y+1, ,0
N nx y, ,1
n nx y-1, ,0
donjagrani šina ( = 0)čna povr z
n nx y, ,Nz
n nx y+1, ,Nz
n nx y-1, ,Nz
n nx y, ,+1 Nz
n nx y, ,-1 Nz
n nx y, ,Nz-1
gornja grani šina ( = )čna povr z Nz
Slika 3.2: Granicne povrsine kristalnog lma
Povrsinski potencijal interakcije odnosi se na granicne povrsine lma (slika 3.2) i oblika je:
V Peff =
X
;nx;ny
C
4
h
2 (1 + ")
 
u;nx;ny ;0
2
+ 2 (1 + )
 
u;nx;ny ;Nz
2
+
+ 2
 
u;nx;ny;1   u;nx;ny;0
2
+ 2
 
u;nx;ny ;Nz   u;nx;ny;Nz 1
2
+
+
 
u;nx+1;ny ;0   u;nx;ny ;0
2
+
 
u;nx 1;ny;0   u;nx;ny;0
2
+ (3.2)
+
 
u;nx;ny+1;0   u;nx;ny ;0
2
+
 
u;nx;ny 1;0   u;nx;ny;0
2
+
+
 
u;nx+1;ny ;Nz   u;nx;ny;Nz
2
+
 
u;nx 1;ny ;Nz   u;nx;ny;Nz
2
+
+
 
u;nx;ny+1;Nz   u;nx;ny ;Nz
2
+
 
u;nx;ny 1;Nz   u;nx;ny ;Nz
2i
:
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Zapreminski potencijal interakcije je onda sledeceg oblika:
V Zeff =
X
;nx;ny
C
4
(
Nz 1X
nz=1
h 
u;nx+1;ny ;nz   u;nx;ny ;nz
2
+
 
u;nx 1;ny ;nz   u;nx;ny ;nz
2
+
+
 
u;nx;ny+1;nz   u;nx;ny ;nz
2
+
 
u;nx;ny 1;nz   u;nx;ny ;nz
2i
+ (3.3)
+
Nz 2X
nz=1
 
u;nx;ny;nz+1   u;nx;ny;nz
2
+
Nz 1X
nz=2
 
u;nx;ny;nz 1   u;nx;ny;nz
2)
:
3.2 Jednacine kretanja
Zakon disperzije fonona i u ovom slucaju se nalazi, kao i u prethodnoj glavi, metodom Grinovih
funkcija, pronalazenjem Grinove funkcije istog oblika kao i (2.12) pomocu jednacine kretanja
(2.13). Za razliku od (jednostavnije) situacije za idealne strukture, ovde se moraju izracunati
odgovarajuci komutatori, odnosno odrediti Grinove funkcije posebno za atome granicnih slojeva,
a posebno za atome iz unutrasnjosti lma. Koristeci u prethodnoj glavi navedene standardne
komutacione relacije za pomeraje i impulse atoma (2.11), kao i ostale neophodne osnovne denicije,
izracunavaju se potrebni komutatori impulsa i hamiltonijana i dobija se:
- za nz = 0,
  M!2G nx;ny ;0;mx;my ;mz =  
i~
2
nx;mxny ;my0;mz  
  C
h
(6 + ") G nx;ny ;0;mx;my;mz  G nx;ny;1;mx;my;mz  G nx+1;ny ;0;mx;my ;mz   (3.4)
  G nx 1;ny ;0;mx;my ;mz   G nx;ny+1;0;mx;my ;mz  G nx;ny 1;0;mx;my;mz
i
;
- za 1  nz  Nz   1,
  M!2G nx;ny;nz ;mx;my;mz =  
i~
2
nx;mxny ;mynz ;mz  
  C

6 G nx;ny ;nz ;mx;my ;mz  G nx+1;ny ;nz ;mx;my ;mz  G nx 1;ny;nz ;mx;my;mz   (3.5)
  G nx;ny+1;nz ;mx;my ;mz  G nx;ny 1;nz ;mx;my ;mz   G nx;ny ;nz+1;mx;my ;mz  G nx;ny;nz 1;mx;my;mz

;
- za nz = Nz,
  M!2G nx;ny ;Nz ;mx;my ;mz =  
i~
2
nx;mxny ;myNz ;mz  
  C
h
(6 + ) G nx;ny;Nz ;mx;my ;mz  G nx;ny;Nz 1;mx;my ;mz  G nx+1;ny;Nz ;mx;my ;mz   (3.6)
  G nx 1;ny ;Nz ;mx;my;mz  G nx;ny+1;Nz ;mx;my ;mz  G nx;ny 1;Nz ;mx;my;mz
i
:
Primenom delimicne (zbog narusenja translacione simetrije samo duz z pravaca) Furije trans-
formacije:
G nx;ny ;nz ;mx;my ;mz  G ~n;~m(!) =
1
N
X
kx;ky
e ia[(nx mx)kx+(ny my)ky ] G nz ;mz(kx; ky;!) (3.7)
na sistem jednacina (3.4 3.6), i nakon istovetnih algebarskih operacija koje su iskoriscene na
odgovarajucem mestu u prethodnoj glavi, dolazi se do relacija na osnovu kojih se moze uspostaviti
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sledeci sistem algebarskih diferencnih jednacina:
(% k   ") G 0;mz +G 1;mz = K 0;mz
G 0;mz + %

k G

1;mz +G

2;mz = K 1;mz
G 1;mz + %

k G

2;mz +G

3;mz = K 2;mz
: : : :
G nz 1;mz + %

k G

nz ;mz +G

nz+1;mz = K nz ;mz
: : : :
G Nz 3;mz + %

k G

Nz 2;mz +G

Nz 1;mz = K Nz 2;mz
G Nz 2;mz + %

k G

Nz 1;mz +G

Nz ;mz = K Nz 1;mz
G Nz 1;mz + (%

k   ) G Nz ;mz = K Nz ;mz
sto se koncizno moze napisati u obliku:
G nz 1;mz +

% k   " nz ;0    nz ;Nz

G nz ;mz +G

nz+1;mz = K nz ;mz : (3.8)
Ovde su: G nz ;mz  G nzmz(kx; ky;!), K =
i~
2C
, k =
q
k2x + k
2
y i
% k =
!2

2
  4

sin2
akx
2
+ sin2
aky
2

  2  % : (3.9)
Sistem jednacina (3.8) ima resenja koja mogu da se prikazu u obliku Ga;b = Da=D, gde je Da
odgovarajuca zamenska, a D determinanta sistema:
DNz+1(%) =

%  " 1 0 0    0 0 0 0
1 % 1 0    0 0 0 0
0 1 % 1    0 0 0 0
    . . .    
0 0 0 0    1 % 1 0
0 0 0 0    0 1 % 1
0 0 0 0    0 0 1 %  

Nz+1
: (3.10)
Trivijalnim postupkom, gornja determinanta se moze razviti i izraziti preko polinoma Cebiseva:
DNz+1(%) = (%  ")(%  ) PNz 1(%)  (2 %  "  ) PNz 2(%) + PNz 3(%) =
= PNz+1(%)  ("+ ) PNz(%) + " PNz 1(%) (3.11)
(pogledati u [37,81{82]).
3.3 Spektri i stanja fonona u lmu
U cilju odredivanja spektra dozvoljenih fononskih energija, koji se dobija iz (3.8) i na osnovu
osobina Grinovih funkcija, potrebno je da se odrede polovi trazenih Grinovih funkcija. Jasno je
da se ovo svodi na odredivanje korena (nula) determinante (3.10), odnosno resavanje jednakosti:
DNz+1(% ; "; )  0 =) % = %("; ) ;  = 1; 2; 3; ::: ; Nz + 1 : (3.12)
Ovaj zadatak u opstem slucaju nije analiticki resiv (moze se resiti numericki za zadate parametre:
";  i Nz).
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U slucaju modela slobodnih povrsi, kada su: " =  = 0, ovaj problem ima analiticko resenje.
Izraz (3.11) tada prelazi u:
DNz+1(%) = %2 PNz 1(%)  2 % PNz 2(%) + PNz 3(%) : (3.13)
Uzimajuci u obzir rekurentnu relaciju za polinome Cebiseva [81{82], te stavljajuci: prvo n =
Nz   1, potom n = Nz   2 i na kraju n = Nz, izraz (3.13) se svodi na:
DNz+1(%) = % PNz(%)  PNz 1(%)  PNz+1(%) : (3.14)
Determinanta (3.10) sistema jednacina (3.8) se izrazava direktno preko karakteristicnih polinoma
Cebiseva reda Nz. Iz uslova (3.11) slede nule Cebisevljevih polinoma, a uzimajuci u obzir i
izraz (3.9), jednostavnim algebarskim transformacijama (uz smenu:  = Nz + 2   , sto povlaci
!(~k)  ! !(~k)), dolazi se do izraza koji daje zakon disperzije fonona u tankom (strukturno
nedeformisanom) lmu:
E (~k)  ~ !(~k) = 2
q
Rxy + Sz() ; E (~k) =
E (
~k)
E0
; E0 = ~ 
 ; (3.15)
Rxy  Rkxky = sin2
akx
2
+ sin2
aky
2
; Sz() = sin2 akz()
2
:
Na ovaj nacin, izraz za moguce energije fonona po formi je isti kao izraz (2.19) dobijen za idealne
neogranicene strukture, s tom razlikom sto je tamo kz prakticno kontinualno promenljivo (u
intervalu [0; =a]) kao sto su kx i ky, a ovde je izrazito diskretno:
kz() =

a

Nz + 2
;  = 1; 2; 3; : : : ; Nz + 1 : (3.16)
Pored toga, uocava se da je:
kminx = k
min
y = 0 ; k
min
z  kz( = 1) =

a
1
Nz + 2
> 0 ; (3.17)
posto je u pitanju tanak lm, odnosno: Nz  (Nx; Ny) i:
kmaxx = k
max
y =

a
; kmaxz  kz( = Nz + 1) =

a
Nz + 1
Nz + 2
<

a
: (3.18)
Izmedu minimalne i maksimalne vrednosti za kz, pa prema tome i za E(~k), postoji jos Nz   1
diskretnih vrednosti13.
Uporedujuci ove rezultate sa odgovarajucim, dobijenim za idealne beskonacne strukture, moze
se zakljuciti da sve tri akusticke frekvencije u masivnim strukturama teze nuli kada ~k tezi nuli
(tj. kad (kx; ky; kz) ! 0), dok su minimalne frekvencije u tankom lmu (kad (kx; ky) ! 0 i kad
kz ! kminz ) date kao:
!min (kmin)  !min (kx = ky = 0; kz = kminz ) = 2 
 sin


2 (Nz + 2)

;
odnosno, posto je 
 
p
C=M = v=a:
!min (kmin) = 2
v
a
sin


2 (Nz + 2)

6= 0 : (3.19)
13Ukupan broj mogucih vrednosti kvaziimpulsa kz jednak je broju energijskih i dvodimenzionih podzona: Nz+1.
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To znaci da fononi u tankim lmovima poseduju ,,donji" energijski gep:
1  min = ~ !min = Efmin   Ebmin = 2 E0 sin


2 (Nz + 2)

(3.20)
i ,,gornji" energijski gep:
2  max = ~ !max =

Ebmax   Efmax

kx=ky=0
= 2 E0

1  sin


2
Nz + 1
Nz + 2

; (3.21)
odnosno, da je energijska zona (koja obuhvata sve dvodimenzione podzone) fonona u lmu uza
od odgovarajuce ,,balkovske" za velicinu zbira uocenih gepova:
Wf =Wb   (1 +2) = 2 E0 sin


2
Nz + 1
Nz + 2

(3.22)
(indeks f oznacava lm, a b neogranicenu strukturu). Na osnovu ovih rezultata zakon disperzije
(3.15) gracki je prikazan na slici 3.3 i to: za idealne beskonacne strukture (2.19) { isprekidanim
linijama, izmedu kojih je on kontinualan, i za ultratanki lm { punim linijama.
0,5 1,0 1,5 2,0
3
2
1
0
E
X +Y
2 2
Dmin
Dmax
Slika 3.3: Fononski spektar E = E (Rxy)
Primetni su gepovi i energijska diskretnost (za lm), zatim Efmin; E
f
max i jos Nz   1{a
dozvoljena vrednost izmedu njih koji su iskljuciva posledica postojanja prostornih granica.
3.4 Gustina fononskih stanja
U cilju odredivanja gustine fononskih stanja, unutrasnje energije i toplotne kapacitivnosti
tankog kristalnog lma primenicemo isti rezon koji je sproveden prilikom termodinamicke analize
neogranicenih sistema (odeljak 2.5). U tu svrhu moramo najpre redenisati Debajevu frekvenciju 
!f
D

i njoj korespondirajuci talasni vektor
 
kf
D

za slucaj opisanog modela lma.
Translaciona simetrija lma narusena je duz z pravca, te je:
kx=y 2
h
 
a
;

a
i
) kx = ky =
2
a
;
kz 2

1
Nz + 2
 
a
;
Nz + 1
Nz + 2
 
a

) kz =
Nz
Nz + 2
 
a
:
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Sada je:
V =
( 4
3


akf
D
3
a3kxkykz
) kf
D
=
3
p
32
a
 3
r
Nz
Nz + 2
i konacno:
kf
D
= kb
D
 3
s
Nz
2 (Nz + 2)
; (3.23)
gde je kb
D
denisano relacijom (2.30). Odavde sledi da je:
kf
D
kb
D
= 3
s
Nz
2 (Nz + 2)
< 1 ; odnosno: kf
D
< kb
D
:
Gustina fononskih stanja u lmu iznosi:
Df
D
(!) =
3NxNyN
f
z a3
(2)3
Z
0
sin  d
2Z
0
d'
k
DZ
kmin
k2 dk (!   vk) = 3NxNyN
f
z a3
22
 !
2
v3
)
) Df
D
(!) =
NxNyN
f
z a3
22
 !
2
v3
; (3.24)
a Debajeva frekvencija se odreduje iz uslova normiranja:
!
DZ
!min
Df
D
(!) d! = N ) NxNyN
f
z a3
22v3
!
DZ
!min
!2 d! = NxNy

Nfz + 1

;
odakle, uzimajuci u obzir jednacine (2.29) i (3.19), sledi:
!f
D
=
3
p
62
a
v  3
s
Nfz + 1
Nfz
+
4
32
 sin3 
2 (Nfz + 2)
= (3.25)
= !b
D
 3
s
Nfz + 1
Nfz
+
4
32
 sin3 
2 (Nfz + 2)
;
odnosno:
!f
D
!b
D
= 3
s
Nfz + 1
Nfz
+
4
32
 sin3 
2 (Nfz + 2)
> 1 : (3.26)
Dakle, Debajeva frekvencija u tankom kristalnom lmu ima nesto visu vrednost u odnosu na
neogranicenu kristalnu strukturu. Na primer, za dvoslojni tanki lm (Nfz = 2) je !fD = 1; 147 !bD ,
dok se u limesu Nfz !1 dobija da !fD ! !bD , sto je i ocekivan rezultat.
Trazenjem odnosa gustine fononskih stanja u idealnoj i lm-strukturi, i to upravo na Debaje-
vim frekvencijama:
Df
D
(!f
D
)
Db
D
(!b
D
)
=
Nfz
N bz

 
!f
D
!b
D
!2
=
Nfz
N bz

 
Nfz + 1
Nfz
+
4
32
 sin3 
2 (Nfz + 2)
! 2
3
; (3.27)
dobija se da je populacija fonona u lmu mnogo manja nego u odgovarajucoj idealnoj strukturi,
tj.
Df
D
(!f
D
) Db
D
(!b
D
) ; (3.28)
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jer je N bz  108, a Nfz  10. Naravno, ovo vazi uz pretpostavku da je brzina zvuka u obe sredine
ista, tj. da je vb  vf .
Kako su fononi sa Debajevim frekvencijama odgovorni za elektricno i toplotno transportna
svojstva materijala, iz izraza (3.26) i (3.27) sledi da ce lm struktura biti slabiji elektricni (f < b)
i toplotni (Cf < Cb) provodnik od odgovarajucih masivnih struktura, ukoliko medu njima nema
hemijskih, odnosno strukturnih razlika.
3.5 Termodinamika lma
Unutrasnja energija tankog kristalnog lma izracunava se pomocu jednacine:
Uf =
Z
d!fD(!f )hn(!f ; T )i~!f =
!f
DZ
!fmin
d!f
(!f )
2 V
22v3
0B@ ~!f
e
~!f
k
B
T   1
1CA ;
iz koje se { na isti nacin kao sto je to ucinjeno za neogranicene kristalne strukture { dobija da je:
Uf = 9NfkBT

T
T fD
3 xfDZ
xfmin
x3f
exf   1 dxf ; (3.29)
gde je: Nf = NxNy(Nz+1), xf =
~!f
kBT
, xf
D
=
~!f
D
kBT
=
T f
D
T
, T f
D
=
~!f
D
kB
i xfmin =
~!fmin
kBT
. U slucaju
visokih temperatura:
T  T f
D
=
~v
kBa
3
p
62 3
s
Nfz + 1
Nfz
+
4
32
 sin3 
2 (Nfz + 2)
sledi:
Uf = 3NfkBT

T
T fD
3 h
(xf
D
)3   (xfmin)3
i
= 3NfkBT
241  ~!fmin
kBT
f
D
!335 =
= 3NfkBT
241  !fmin
!fD
!335 ; (3.30)
odnosno, na osnovu (3.19) i (3.25):
Uf = 3NfkBT
8>>>><>>>>:1 
2666641 + 3
2
4 sin3

2

Nfz + 2
  N
f
z + 1
Nfz
377775
 19>>>>=>>>>; : (3.31)
Toplotna kapacitivnost lma se odreduje diferenciranjem ovog izraza po temperaturi:
Cf =
@Uf
@T
= 3NfkB
8>>>><>>>>:1 
2666641 + 3
2
4 sin3

2

Nfz + 2
  N
f
z + 1
Nfz
377775
 19>>>>=>>>>; ; (3.32)
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a toplotna kapacitivnost obracunata po jednoj elementarnoj celiji kristala iznosi:
Cf =
1
Nf
@U
@T
= 3kB
8>>>><>>>>:1 
2666641 + 3
2
4 sin3

2

Nfz + 2
  N
f
z + 1
Nfz
377775
 19>>>>=>>>>; : (3.33)
Analizom dobijenog rezultata i njegovim uporedivanjem sa odgovarajucim za balk-strukture (2.34)
zakljucuje se da toplotna kapacitivnost tankog lma u visokotemperaturskoj oblasti ima nesto nizu
vrednost od one u neogranicenim kristalnim sistemima. Na primer, u slucaju dvoslojnog lma
(Nz = 2) se dobija da je:
Cf = 0; 995  Cb :
U granicama niskih temperatura, kada xf
D
!1, izraz za unutrasnju energiju postaje:
Uf = 9NfkBT

T
T fD
3 1Z
xfmin
x3f
exf   1 dxf ;
sto se { uzimajuci u obzir osobine odredenih integrala { moze napisati u obliku:
Uf = 9NfkBT

T
T fD
3 264 1Z
0
x3f
exf   1 dxf  
xfminZ
0
x3f
exf   1 dxf
375 : (3.34)
Prvi integral sa desne strane ima resenje [55{57]:
1Z
0
x3f
exf   1 dxf =
4
15
;
dok se drugi resava razvojem podintegralne funkcije u red:
 
et   1 1 = 1X
j=1
e jt ;
tako da (3.34) dobija oblik:
Uf = 9NfkBT

T
T fD
3 2644
15
 
1X
j=1
xfminZ
0
x3f  e j xf dxf
375 : (3.35)
Integral iz ove relacije se resava visestrukom parcijalnom integracijom, nakon cega se dobija:
Uf = 9NfkB
T 4
T fD
3
8<:415 +
1X
j=1
1
j
e j x
f
min

(xfmin)
3 +
3
j
(xfmin)
2 +
6
j2
xfmin +
6
j3

 
1X
j=1
6
j4
9=; :
(3.36)
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Toplotna kapacitivnost obracunata po jednoj elementarnoj celiji kristala iznosi:
Cf =
1
Nf
@Uf
@T
=
124
5
kB

T
T fD
3
+ 9kB

T
T fD
3 1X
j=1
1
j
e j x
f
min 

1
j
(xfmin)
4+
+

1 +
3
j2

(xfmin)
3 +
6
j

1 +
1
j2

(xfmin)
2 +
6
j2

3 +
1
j2

xfmin +
24
j3

: (3.37)
Uvodimo sledece smene:
T
T b
D
 T ; !
f
min
!b
D
 f ;
!f
D
!b
D
= 3
s
Nfz + 1
Nfz
+
4
32
 sin3 
2 (Nfz + 2)
 f (Nz)
na osnovu cega se moze pisati:
T
T fD
=
!b
D
!fD
 T = T
f (Nz)
; xfmin =
T f
D
T
 !
f
min
!fD
=
f
T ;
tako da jednacina (3.37) dobija oblik:
Cf =
124
5
kB
T 3
f3 (Nz)
+ 9kB
1
f3 (Nz)
1X
j=1
1
j
e j
f
T 
"
1
j
4f
T +

1 +
3
j2

3f+
+
6
j

1 +
1
j2

2f T +
6
j2

3 +
1
j2

f T 2 + 24
j3
T 3

: (3.38)
Uvodenjem bezdimenzionog parametra Cf =
Cf
C0
, gde je C0 =
124
5
kB , prethodna jednacina se
svodi na:
Cf = T
3
f3 (Nz)
+
15
44
1
f3 (Nz)
1X
j=1
1
j
e j
f
T 
"
1
j
4f
T +

1 +
3
j2

3f+
+
6
j

1 +
1
j2

2f T +
6
j2

3 +
1
j2

f T 2 + 24
j3
T 3

; (3.39)
sto se moze izraziti preko tzv. Dajsonovih funkcija:
Zr(x) =
1X
j=1
j r e j x
na sledeci nacin:
Cf = T
3
f3 (Nz)
+
15
44
1
f3 (Nz)
(
4f
T  Z2

f
T

+3f

Z1

f
T

+ 3Z3

f
T

+
+ 62f T

Z2

f
T

+ Z4

f
T

+ 62f T 2

3Z3

f
T

+ Z5

f
T

+
+ 24T 3Z4

f
T

: (3.40)
Da bismo dobijenu zavisnost toplotne kapacitivnosti od temperature u niskotemperaturskoj
oblasti prikazali gracki, uzecemo sledece vrednosti parametara:
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 brzina zvuka u kristalu: v  104m/s ;
 konstanta kristalne resetke: a  10 10m ;
 Debajeva frekvencija u balku: !b
D
 4  1014rad/s ;
 minimalna frekvencija fonona u kristalnom lmu (za Nz = 2): !fmin  0; 7854  1014rad/s.
Gracka zavisnost toplotne kapacitivnosti tankog kristalnog lma i balka od temperature prikazana
je na slici 3.4.
Cb/f
T
balkfilm
0
0,00005
0,0001
0,00015
0,0002
0,00025
0,0003
0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07
Slika 3.4: Zavisnost toplotne kapacitivnosti od temperature u niskotemperaturskoj oblasti
za balk i kristalni lm
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4 Fononi u superresetkama
Superresetke su vestacki formirane strukture, periodicne u jednom pravcu, sa periodom koji
dvadesetak puta prevazilazi konstantu kristalne resetke [5{9,27,40,65{66,83{84]. Postoje dva os-
novna tipa superresetki: dopirane i kompozicione.
Dopirane superresetke dobijaju se periodicnim naizmenicnim dopiranjem poluprovodnickog
materijala akceptorskim i donorskim primesama, usled cega dolazi do krivljenja energijskih zona
i formiranja jednodimenzionog periodicnog potencijala. Kompozicione superresetke dobijaju se
naizmenicnom izradom tankih monokristalnih slojeva dve vrste poluprovodnickih materijala.
U odnosu na kompozicione, dopirane superresetke poseduju prednost jer ne zahtevaju usa-
glasenost resetkinih konstanti. Pored toga, one poseduju jos jednu interesantnu osobinu { in-
direktni energijski procep u realnom prostoru (elektroni i supljine su prostorno razdvojeni). Iz
tehnoloskih razloga, kod ovih superresetki ne mogu se ostvariti periodi manji od nekoliko desetina
nanometara, dok je to kod kompozicionih moguce. Da bi se dobile dovoljno duboke jame, potrebno
je izvrsiti dopiranje vrlo visokom koncentracijom primesa. Kod kompozicionih superresetki jame
se ostvaruju diskontinuitetima provodne (valentne) zone, a potrebno dopiranje je znatno manje.
Zbog toga se kompozicione superresetke cesce primenjuju od dopiranih.
Kod superresetke, pored trodimenzione zavisnosti potencijalne energije koja se intezivno menja
u okviru konstante resetke, postoji dodatna periodicna jednodimenziona zavisnost potencijalne
energije koja se vrlo sporo menja na domenu konstante resetke. Ova dodatna sporo promenjiva
zavisnost uzrokuje da se dno provodne, odnosno vrh valentne zone, cepa na niz dozvoljenih pod-
zona [5,40]. Ovako drasticno odstupanje strukture provodne (valentne) zone od balkovske ima za
posledicu to da se i makroskopski parametri superresetki bitno razlikuju od balkovskih. Sporo-
promenljiva zavisnost potencijalne energije kod superresetki se moze relativno jednostavno me-
njati, na primer promenom debljine polaznih materijala, cime se menjaju i njihove makroskopske
osobine. Na ovaj nacin superresetke predstavljaju nove materijale, cije se osobine, bar u principu,
mogu podesavati u zeljenom opsegu. Ovo je osnovni razlog njihovog proucavanja.
Superresetke se danas primenjuju za izradu [83{84]:
 poluprovodnickih laserskih dioda i lasera,
 detektora infracrvenog zracenja,
 tranizistora sa efektom polja.
Potencijalne primene ovih struktura koje se mogu uskoro ocekivati su:
 infracrveni detektori na bazi unutarzonskih prelaza,
 izvori mikrotalasnog zracenja,
 diode sa rezonantnim tunelovanjem,
 unipolarni poluprovodnicki laseri (sa unutarzonskim prelazima),
 elektroopticki modulatori.
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4.1 Model superresetke
Ultratanke slojevite strukture tipa (AC)m(BC)n, koje sadrze naizmenicno m slojeva dvokom-
ponentnog jedinjenja AC i n slojeva jedinjenja BC, duz specicnog pravca rasta, su tipican primer
superresetki [5,27,40,83{84].
U disertaciji je posmatrana kristalna superresetka formirana od naizmenicno rasporedenih na
slojeva jedne i nb slojeva druge vrste atoma duz z-pravca, koja je duz x i y pravaca neogranicena
(na slici 4.1 prikazan je raspored atoma superresetke duz z-pravca). Da bi bio moguc spoj slojeva
sacinjenih od razlicitih atoma moraju konstante resetke duz x i y pravaca, respektivno, biti
jednake, tj. aax = a
b
x = ax i a
a
y = a
b
y = ay, dok duz z-pravca mogu biti razlicite (a
a
z = a
a 6= abz = ab
i aa bz = a).
M M
b a a a a b b b b a
M M M M M M M M
n
l
= n0 1 2
a
- 1 n n n n n
a a a a b
1 2 1+ + + - n n
a b
+
C C
b a a a a b b b b a
C C C C C C C C C C C
z
Slika 4.1: Raspored atoma u superresetki
Uvodimo sledecu simbolicku oznaku:
~n  fnx; ny; nzg ; nx=y=z 2

 Nx=y=z
2
;+
Nx=y=z
2

;
pri cemu su:
nx=y - brojac atomskog cvora po x, odnosno y-pravcu,
nz - brojac polozaja osnovnog motiva superresetke (z-pravac),
n` - brojac polozaja cvora u osnovnom motivu.
Hamiltonijan fononskog podsistema superresetke ponovo je, kao i u slucaju kristalnog lma
(3.1), moguce napisati u obliku:
H = T + V Peff + V
Z
eff  HP +HZ ; (4.1)
s tim sto je u ovom slucaju pogodno izvrsiti njegovo razdvajanje.
 Operator kineticke energije moze se predstaviti u obliku:
T = T1 + T2 ; (4.2)
T1 =
X
~n;
na 1X
n`=0
p
2 (a)
~n;n`;
2Ma
; (4.3)
T2 =
X
~n;
na+nb 1X
n`=na
p
2 (b)
~n;n`;
2Mb
: (4.4)
 Povrsinski potencijal interakcije moze se napisati u obliku sume:
V Peff = V
P
1 + V
P
2 + V
P
3 + V
P
4 ; (4.5)
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ciji se clanovi odnose respektivno na povrsine n` = 0, na   1, na i na + nb   1, tj.
V P1 =
X
~n

Cxa
4

(unx;ny ;nz ;0   unx+1;ny ;nz ;0)2 + (unx;ny ;nz ;0   unx 1;ny;nz ;0)2
	
+
+
Cya
4

(unx;ny ;nz ;0   unx;ny+1;nz ;0)2 + (unx;ny ;nz ;0   unx;ny 1;nz ;0)2
	
+ (4.6)
+
Cza
2
(unx;ny ;nz ;0   unx;ny;nz ;1)2 +
C
2
(unx;ny;nz ;0   unx;ny ;nz 1;na+nb 1)2

;
V P2 =
X
~n

Cxa
4

(unx;ny ;nz ;na 1   unx+1;ny;nz ;na 1)2 + (unx;ny ;nz ;na 1   unx 1;ny ;nz ;na 1)2
	
+
+
Cya
4

(unx;ny ;nz ;na 1   unx;ny+1;nz ;na 1)2 + (unx;ny;nz ;na 1   unx;ny 1;nz ;na 1)2
	
+ (4.7)
+
Cza
2
(unx;ny ;nz ;na 1   unx;ny ;nz ;na 2)2 +
C
2
(unx;ny ;nz ;na 1   unx;ny ;nz 1;na)2

;
V P3 =
X
~n

Cxb
4

(unx;ny ;nz ;na   unx+1;ny ;nz ;na)2 + (unx;ny ;nz ;na   unx 1;ny;nz ;na)2
	
+
+
Cyb
4

(unx;ny ;nz ;na   unx;ny+1;nz ;na)2 + (unx;ny ;nz ;na   unx;ny 1;nz ;na)2
	
+ (4.8)
+
Czb
2
(unx;ny ;nz ;na   unx;ny ;nz ;na+1)2 +
C
2
(unx;ny ;nz ;na   unx;ny ;nz ;na 1)2

;
V P4 =
X
~n

Cxb
4

(unx;ny ;nz ;na+nb 1   unx+1;ny ;nz ;na+nb 1)2+
+ (unx;ny ;nz ;na+nb 1   unx 1;ny ;nz ;na+nb 1)2
	
+
+
Cyb
4

(unx;ny ;nz ;na+nb 1   unx;ny+1;nz ;na+nb 1)2+ (4.9)
+ (unx;ny ;nz ;na+nb 1   unx;ny 1;nz ;na+nb 1)2
	
+
+
Czb
2
(unx;ny ;nz ;na+nb 1   unx;ny ;nz ;na+nb 2)2 +
C
2
(unx;ny ;nz ;na+nb 1   unx;ny ;nz+1;0)2

:
 Zapreminski potencijal interakcije moze se predstaviti u obliku:
V Zeff = V
Z
1 + V
Z
2 ; (4.10)
V Z1 =
X
~n
na 2X
n`=1

Cxa
4

(unx;ny;nz ;n`   unx+1;ny;nz ;n`)2 + (unx;ny ;nz ;n`   unx 1;ny;nz ;n`)2
	
+
+
Cya
4

(unx;ny ;nz ;n`   unx;ny+1;nz ;n`)2 + (unx;ny ;nz ;n`   unx;ny 1;nz ;n`)2
	
+ (4.11)
+
Cza
4

(unx;ny ;nz ;n`   unx;ny;nz ;n`+1)2 + (unx;ny ;nz ;n`   unx;ny ;nz ;n` 1)2
	
;
V Z2 =
X
~n
na+nb 2X
n`=na+1

Cxb
4

(unx;ny ;nz ;n`   unx+1;ny ;nz ;n`)2 + (unx;ny;nz ;n`   unx 1;ny ;nz ;n`)2
	
+
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+
Cyb
4

(unx;ny ;nz ;n`   unx;ny+1;nz ;n`)2 + (unx;ny ;nz ;n`   unx;ny 1;nz ;n`)2
	
+ (4.12)
+
Czb
4

(unx;ny ;nz ;n`   unx;ny;nz ;n`+1)2 + (unx;ny ;nz ;n`   unx;ny ;nz ;n` 1)2
	
:
S obzirom da superresetka predstavlja periodicnu kristalnu strukturu, za proizvoljnu funkciju
polozaja vaze uslovi ciklicnosti po x i y indeksima pomocu kojih se dobijaju dozvoljene vrednosti
x i y komponente talasnog vektora:
fmxmymzm`+Nx=y = fmxmymzm` ; (4.13)
na osnovu cega sledi:
eiNx=ykx=yax=y = e2x=yi: (4.14)
Na analogan nacin se moze napisati i ciklicni uslov po z-koordinati:
fmxmymzm`+(na+nb)Nz = fmxmymzm` ; (4.15)
odakle se dobija:
ei(na+nb)Nzkz~a = e2zi : (4.16)
Prebrojavanje dozvoljenih vrednosti z-komponente talasnog vektora (kz) vrsi se brojacem
z 2 0;1;2; :::;Nz=2, cime se denisu granice prve Briluenove zone duz z-pravca:
kz 2

  
(na + nb)~a
;+

(na + nb)~a

; (4.17)
gde je uvedena oznaka ~a za srednju vrednost konstante resetke duz z-pravca:
~a =
(na   1)aa + (nb   1)ab + 2a
na + nb
: (4.18)
4.2 Jednacine kretanja
Zakon disperzije fonona trazimo pomocu Grinove funkcije oblika:
G~n;n`;~m;m`(t  t0)  hhu~n;n`(t)ju~m;m`(t0)ii = (t  t0)h[u~n;n`(t); u~m;m`(t0)]i ; (4.19)
na nacin opisan u paragrafu 2.3, tako da dobijamo:
 Mi!2G~n;n`;~m;m`(!) =  
i~
2
~n;~mn`;m` +
1
i~
hh[p~n;n` ;H]ju~m;m`ii! ; (4.20)
gde je Mi 2 (Ma;Mb). Sledeci korak sastoji se u izracunavanju komutatora koji gurisu u visoj
Grinovoj funkciji, vodeci racuna o tome da je:
H = T1 + T2 + V
P
1 + V
P
2 + V
P
3 + V
P
4 + V
Z
1 + V
Z
2 : (4.21)
Odmah se vidi da je:

pmx;my ;mz ;m` ; T1

=
X
~n;
na 1X
n`=0
1
2Ma
h
pmx;my ;mz ;m` ; p
2
;nx;ny ;nz ;n`
i
= 0 ; (4.22)

pmx;my ;mz ;m` ; T2

=
X
~n;
na+nb 1X
n`=na
1
2Mb
h
pmx;my ;mz ;m` ; p
2
;nx;ny;nz ;n`
i
= 0 : (4.23)
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Preostale komutatore izracunavamo posebno za atome granicnih povrsina izmedu slojeva, a
posebno za atome unutar svakog sloja. Zamenom tako nadenih komutatora (uz smenu ~m ! ~n,
m` ! n`) u jednacinu (4.20), dobija se:
a) n` = 0
  Ma!2Gnx;ny;nz ;0;~m;m` =  
i~
2
~n;~m0;m`  

(2Cxa + 2C
y
a + C
z
a + C)Gnx;ny;nz ;0;~m;m` 
  Cxa

Gnx+1;ny ;nz ;0;~m;m` +Gnx 1;ny ;nz ;0;~m;m`
  Cya Gnx;ny+1;nz ;0;~m;m`+ (4.24)
+ Gnx;ny 1;nz ;0;~m;m`
  CzaGnx;ny ;nz ;1;~m;m`   CGnx;ny ;nz 1;na+nb 1;~m;m`	 ;
b) 1  n`  na   2
  Ma!2Gnx;ny;nz ;n`;~m;m` =  
i~
2
~n;~mn`;m`  

2(Cxa + C
y
a + C
z
a)Gnx;ny;nz ;n`;~m;m` 
  Cxa

Gnx+1;ny ;nz ;n`;~m;m` +Gnx 1;ny ;nz ;n`;~m;m`
  Cya Gnx;ny+1;nz ;n`;~m;m`+ (4.25)
+ Gnx;ny 1;nz ;n`;~m;m`
  Cza Gnx;ny;nz ;n`+1;~m;m` +Gnx;ny ;nz ;n` 1;~m;m`	 ;
c) n` = na   1
  Ma!2Gnx;ny ;nz ;na 1;~m;m` =  
i~
2
~n;~mna 1;m`  
n
(2Cxa + 2C
y
a + C
z
a + C)
 Gnx;ny ;nz ;na 1;~m;m`   Cxa

Gnx+1;ny ;nz ;na 1;~m;m` +Gnx 1;ny ;nz ;na 1;~m;m`
 
  Cya

Gnx;ny+1;nz ;na 1;~m;m` +Gnx;ny 1;nz ;na 1;~m;m`
  (4.26)
  CzaGnx;ny;nz ;na 2;~m;m`   CGnx;ny ;nz ;na;~m;m`
o
;
d) n` = na
  Mb!2Gnx;ny ;nz ;na;~m;m` =  
i~
2
~n;~mna;m`  

(2Cxb + 2C
y
b + C
z
b + C)Gnx;ny ;nz ;na;~m;m` 
  Cxb

Gnx+1;ny ;nz ;na;~m;m` +Gnx 1;ny ;nz ;na;~m;m`
  Cyb Gnx;ny+1;nz ;na;~m;m`+ (4.27)
+ Gnx;ny 1;nz ;na;~m;m`
  CzbGnx;ny ;nz ;na+1;~m;m`   CGnx;ny;nz ;na 1;~m;m`	 ;
e) na + 1  n`  na + nb   2
  Mb!2Gnx;ny ;nz ;n`;~m;m` =  
i~
2
~n;~mn`;m`  

2(Cxb + C
y
b + C
z
b )Gnx;ny ;nz ;n`;~m;m` 
  Cxb

Gnx+1;ny;nz ;n`;~m;m` +Gnx 1;ny ;nz ;n`;~m;m`
  Cyb Gnx;ny+1;nz ;n`;~m;m`+ (4.28)
+ Gnx;ny 1;nz ;n`;~m;m`
  Czb Gnx;ny;nz ;n`+1;~m;m` +Gnx;ny ;nz ;n` 1;~m;m`	 ;
f) n` = na + nb   1
  Mb!2Gnx;ny ;nz ;na+nb 1;~m;m` =  
i~
2
~n;~mna+nb 1;m`  
n
(2Cxb + 2C
y
b + C
z
b + C)
 Gnx;ny ;nz ;na+nb 1;~m;m`   Cxb

Gnx+1;ny ;nz ;na+nb 1;~m;m` +Gnx 1;ny;nz ;na+nb 1;~m;m`
 
  Cyb

Gnx;ny+1;nz ;na+nb 1;~m;m` +Gnx;ny 1;nz ;na+nb 1;~m;m`
  (4.29)
  CzbGnx;ny;nz ;na+nb 2;~m;m`   CGnx;ny ;nz+1;0;~m;m`
o
:
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Zbog narusenja translacione invarijantnosti posmatranog sistema uvodi se delimicna prostorna
Furije transformacija po indeksima x; y i z (jer je po indeksu ` translaciona simetrija narusena)
G~n;n`;~m;m`(!) =
1
N
X
~k
Gnl;ml e
i[axkx(nx mx)+ayky(ny my)+~a(na+nb)kz(nz mz)+J ] ; (4.30)
gde je N = NxNyNz; ~k  fkx; ky; kzg i:
J =
8>><>>:
1: aakz(nl  ml) ; nl  ml < na
2: aakz(na   1) + akz ; nl  ml = na
3: aakz(na   1) + akz + abkz(nl  ml   na) ; na < nl  ml < na + nb
4: aakz(na   1) + abkz(nb   1) + 2akz ; nl  ml = na + nb
(4.31)
Njenom primenom na sloj n` = 0 dobija se da su:
Gnx;ny ;nz ;0;~m;m` =
1
N
X
~k
G0;m`e
i[axkx(nx mx)+ayky(ny my)+~a(na+nb)kz(nz mz)]
Gnx;ny ;nz ;1;~m;m` =
1
N
X
~k
G1;m`e
i[axkx(nx mx)+ayky(ny my)+~a(na+nb)kz(nz mz)]eia
akz
Gnx;ny ;nz 1;na+nb 1;~m;m` =
1
N
X
~k
Gna+nb 1;m`e
i[axkx(nx mx)+ayky(ny my)+~a(na+nb)kz(nz mz)]e iakz
Gnx1;ny ;nz ;0;~m;m` =
1
N
X
~k
G0;m`e
i[axkx(nx mx)+ayky(ny my)+~a(na+nb)kz(nz mz)]eiaxkx
Gnx;ny1;nz ;0;~m;m` =
1
N
X
~k
G0;m`e
i[axkx(nx mx)+ayky(ny my)+~a(na+nb)kz(nz mz)]eiayky ;
tako da odgovarajuca jednacina kretanja (4.24) postaje:
Ma
N
X
~k
ei[axkx(nx mx)+ayky(ny my)+~a(na+nb)kz(nz mz)]

i~
2Ma
0;m`   !2G0;m`+
+
1
Ma
(2Cxa + 2C
y
a + C
z
a + C)G0;m`  
Cxa
Ma
(eiaxkx + e iaxkx)G0;m`  
  C
y
a
Ma
(eiayky + e iayky)G0;m`  
Cza
Ma
eia
akzG1;m`  
C
Ma
e iakzGna+nb 1;m`

= 0 ;
odnosno, h
!2   4(
2ax sin2
axkx
2
+ 
2ay sin
2 ayky
2
)  
2az   
2a

G0;m` +
+ 
2aze
iaakzG1;m` +

2
ae
 iakzGna+nb 1;m` =
i~
2Ma
0;m` ; (4.32)
pri cemu su uvedene oznake:
C
x=y=z
a
Ma
= 
2ax=y=z ;
C
Ma
= 
2a : (4.33)
Ponavljajuci isti postupak izracunavanja za svaki sloj i uvodeci za n` 2 (na; na + nb   1) oznake
analogne onima u (4.33):
C
x=y=z
b
Mb
= 
2bx=y=z ;
C
Mb
= 
2b ; (4.34)
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dobija se sistem od na+nb nehomogenih algebarsko-diferencnih jednacina, sa isto toliko nepoznatih
Grinovih funkcija:h
!2   4(
2ax sin2
axkx
2
+ 
2ay sin
2 ayky
2
)  
2az   
2a

G0;m` +
+ 
2aze
iaakzG1;m` +

2
ae
 iakzGna+nb 1;m` =
i~
2Ma
0;m`h
!2   4(
2ax sin2
axkx
2
+ 
2ay sin
2 ayky
2
)  2
2az

G1;m` +
+ 
2aze
iaakzG2;m` +

2
aze
 iaakzG0;m` =
i~
2Ma
1;m`
  h
!2   4(
2ax sin2
axkx
2
+ 
2ay sin
2 ayky
2
)  2
2az

Gna 2;m` +
+ 
2aze
iaakzGna 1;m` +

2
aze
 iaakzGna 3;m` =
i~
2Ma
na 2;m`h
!2   4(
2ax sin2
axkx
2
+ 
2ay sin
2 ayky
2
)  
2az   
2a

Gna 1;m` +
+ 
2ae
iakzGna;m` +

2
aze
 iaakzGna 2;m` =
i~
2Ma
na 1;m` (4.35)h
!2   4(
2bx sin2
axkx
2
+ 
2by sin
2 ayky
2
)  
2bz   
2b

Gna;m` +
+ 
2bze
iabkzGna+1;m` +

2
be
 iakzGna 1;m` =
i~
2Mb
na;m`h
!2   4(
2bx sin2
axkx
2
+ 
2by sin
2 ayky
2
)  2
2bz

Gna+1;m` +
+ 
2bze
iabkzGna+2;m` +

2
bze
 iabkzGna;m` =
i~
2Mb
na+1;m`
  h
!2   4(
2bx sin2
axkx
2
+ 
2by sin
2 ayky
2
)  2
2bz

Gna+nb 2;m` +
+ 
2bze
iabkzGna+nb 1;m` +

2
bze
 iabkzGna+nb 3;m` =
i~
2Mb
na+nb 2;m`h
!2   4(
2bx sin2
axkx
2
+ 
2by sin
2 ayky
2
)  
2bz   
2b

Gna+nb 1;m` +
+ 
2be
iakzG0;m` +

2
bze
 iabkzGna+nb 2;m` =
i~
2Mb
na+nb 1;m` :
Ako ovaj model pojednostavimo, svodeci ga smenama:
aa = ab = ~a = a = az ;
a
a=b
x = a
a=b
y = az = a ;

2ax = 

2
ay = 

2
az = 

2
a ;

2bx = 

2
by
= 
2bz = 

2
b ;
na model proste kubne resetke i uvedemo oznake:
%a =
!2

2a
  4

sin2
akx
2
+ sin2
aky
2

  2 ;
%b =
!2

2b
  4

sin2
akx
2
+ sin2
aky
2

  2 ; (4.36)
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dobijamo sistem jednacina, cija se determinanta moze napisati u sledecoj formi:
%a +   1  eiakz 0 j 0 0 0 j 0 0 e iakz
 e iakz %a  eiakz j 0 0 0 j 0 0 0
0  e iakz %a j 0 0 0 j 0 0 0
      j       j      
0 0 0 j %a +   1 eiakz 0 j 0 0 0
0 0 0 j e iakz %b +    1  eiakz j 0 0 0
0 0 0 j 0  e iakz %b j 0 0 0
      j       j      
0 0 0 j 0 0 0 j %b  eiakz 0
0 0 0 j 0 0 0 j  e iakz %b  eiakz
eiakz 0 0 j 0 0 0 j 0  e iakz %b +    1

NII
(4.37)
gde je NII = (na + nb) (na + nb).
Nepoznatih na + nb Grinovih funkcija odreduju se formulom
Gmz =
Dmz
D
;
gde je Dmz determinanta promenljive, a D determinanta sistema. Polovi Grinovih funkcija
pomocu kojih se odreduje zakon disperzije fonona dobijaju se iz uslova da je determinanta sistema
(4.37) jednaka nuli [82].
4.3 Zakon disperzije fonona
Kako je uslov D = 0 analiticki neresiv, ovde su izvrsene numericke analize za neke konkretne
slucajeve. Posmatrane su razlicite kombinacije brojeva atoma na i nb, kao i promena odnosa
konstanti elasticnosti izmedu i unutar lmova. Prilikom dalje analize posmatrane su superresetke
izgradene od lmova (sa na odnosno nb slojeva) iste vrste atoma i to u dva slucaja.
1. Kada je veza izmedu atoma unutar slojeva slabija od veze izmedu atoma s granicnih povrsina
lmova ( =  = 0; 5).
2. Kada je veza izmedu atoma unutar slojeva jaca od veze izmedu atoma s granicnih povrsina
lmova ( =  = 1; 5).
Ova dva slucaja gracki su prikazana na slikama 4.2a-f i 4.3a-f, respektivno, pri cemu su na
ordinatama predstavljene redukovane fononske frekvencije (!=
)14, a na apscisama redukovani
talasni vektori duz z-pravca ~akz(na + nb)=. Razmatran je samo centar prve Briluenove zone
(kx = ky = 0). U zagradama su dati brojevi atoma u odgovarajucim slojevima: (na; nb).
14Na osnovu izraza (4.33) i (4.34), frekvencije 
a i 
b povezane su relacijom: 

2
a =
Mb
Ma

2b  m
2b . U analizi je
uzeto da je m = 1 odakle proizilazi: 
a = 
b  
 .
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Slika 4.2: Zakon disperzije fonona za  =  = 0; 5
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a) (3,3)
c) (6,3)
e) (9,3)
b) (6,5)
d) (6,6)
f) (7,6)
Slika 4.3: Zakon disperzije fonona za  =  = 1; 5
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Analizom prikazanih graka uocene su sledece karakteristike zakona disperzije fonona u su-
perresetkama15.
 Sa porastom energije (redukovane fononske frekvencije) fononska stanja se zgusnjavaju i
to za sve posmatrane vrednosti kombinacija brojeva atoma u slojevima superresetke, kao i
parametara  i , pri cemu je pojava izrazenija u slucaju jace vezanih lmova ( =  = 0; 5).
 U slucaju jace veze izmedu slojeva superresetke ( =  = 0; 5) dolazi do potiskivanja
energijskih nivoa unutar balkovske zone (!=
  2) za oko 1/8 njene sirine i to bez obzira na
ukupan broj atoma na+nb unutar osnovnog motiva superresetke. Ako je veza izmedu slojeva
slabija ( =  = 1; 5), energijski nivoi bivaju izbaceni iznad balkovske zone za otprilike isti
iznos. Pri tome je broj disperzionih grana N izvan zone priblizno dat relacijama:
- ako je na + nb parno ) N = na + nb   2
2
;
- ako je na + nb neparno ) N = na + nb   3
2
:
 U slucaju simetricne superresetke (na = nb), disperzione grane se medusobno spajaju na
granici prve Briluenove zone.
 Za iste vrednosti zbira brojeva atoma u slojevima superresetke (na + nb), medusobno pri-
blizavanje najvisih disperzionih grana je utoliko vece, ukoliko je razlika izmedu na i nb
manja.
 Na osnovu sprovedenih analiza nisu uocene nikakve simetrije disperzionih grana, niti izra-
zitije pravilnosti u rasporedu i sirini dozvoljenih, odnosno zabranjenih energijskih zona.
4.4 Gustina fononskih stanja
Slicno kao kod lma, gustinu stanja fonona kod superresetke trazimo u obliku:
Ds(!) = 3 NxNyNz
kxkykz
2Z
0
d'
Z
0
sin  d
kmaxZ
0
k2 dk (!   !(k)) ; (4.38)
gde je: kmax =
r
2
3
k2
D
+ (kmaxz )
2, a kmaxz =
2
a(na + nb)
(na + nb je broj slojeva unutar jednog
motiva). Tada je gustina stanja
Ds(!) = 3a
2

NxNyNz
kz
1

3a3
!2 : (4.39)
Kako je: kz = 2

a
1
na + nb
, za gustinu stanja se konacno dobija:
Ds(!) = 3
22
NxNyNz(na + nb)

3
!2 : (4.40)
Iz uslova da je ukupan broj stanja jednak broju atoma:
3 NxNyNz =
!DZ
0
Ds(!) d!
15U cilju egzaktnije analize ispitano je vise od 60 razlicitih slucajeva, a na gracima su ovde prikazani samo
najkarakteristicniji.
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nalazi se izraz za Debajevu frekvenciju superresetke:
!s
D
=
v
a
3
s
62
na + nb
: (4.41)
Odnos Debajevih frekvencija u superresetki i balku jednak je:
!s
D
!b
D
=
1
3
p
na + nb
; (4.42)
na osnovu cega proizilazi da je !s
D
< !b
D
. Odnos gustina fononskih stanja na Debajevim frekven-
cijama, na osnovu (4.43) i (4.45), u superresetki i balku je jednak:
Ds(!sD)
Db(!bD)
=
N sz
N bz
3
p
na + nb ; (4.43)
odakle jasno sledi da je Ds(!sD) > Db(!bD). To znaci da je populacija fonona sa nizim frekven-
cijama u superresetki veca, a da je debajevska oblast smanjena. U tom smislu, u strukturi se
pojavljuju ,,meksi" fononi, ali u vecem broju. Da li ce oni pozitivno uticati na transportne i/ili
na superprovodne karakteristike posmetrane strukture, ove analize ne mogu da dalju odgovor.
4.5 Termodinamika superresetki
Za izabrani (linearni) zakon disperzije fonona, izraz za unutrasnju energiju sistema trazi se na
uobicajeni nacin:
Us =
3
(2)3
Na3
2Z
0
d'
Z
0
sin  d
kmaxZ
0
dk k2
~
ak
e~
ak=   1 :
Uvodenjem oznake:
~
akmax

 m

i visestrukom parcijalnom integracijom dobijamo:
Us =
3N
22


6(4)
3
(~
)3
 

a3k3
M
Z1(
m

) + 3

~

a2k2
M
Z2(
m

)+
+ 6


~

2
akMZ3(
m

) + 6


~

3
Z4(
m

)
#)
: (4.44)
Kako je C  kB
N
@U
@
i koriscenjem poznatih relacija za Dajsonove i zeta-funkcije, dobijamo izraz
za toplotnu kapacitivnost superresetke:
Cs =
3kB
22

a3k3
M
m

1
1  em=   4a
3k3
M
Z1(
m

)  12a2k2
M

~

Z2(
m

)  
  24akM


~

2
Z3(
m

) + 24


~

3 
(4)  Z4(m

)
)
: (4.45)
Temperatursku zavisnost toplotne kapacitivnosti odreduju dva kljucna clana.
 Prvi: 

1  em=
 1
=, koji je ,,odgovoran" u oblasti niskih i visokih temperatura.
 Drugi, sa zeta funkcijama, koji odreduje temperatursku zavisnost u srednjetemperaturskom
domenu.
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Slika 4.4: Toplotne kapacitivnosti
balka, lma i superresetke
Gracka prezentacija zavisnosti relativne
toplotne kapacitivnosti
Cs  Cs(x) = Cs(x)
C0
; (4.46)
C0 =
kB
2


E0
3
od relativne temperature (x  =D) data je
na slici 4.4. Radi poredenja, na istom graku
su prikazane i ove zavisnosti za odgovarajuce
lm (Cf ) i balk (Cb) strukture.
Sa graka se moze zakljuciti da je u niskotemperaturskoj oblasti ponasanje toplotne kapaci-
tivnosti superresetke slicno kao i kod lm struktura (nesto vise vrednosti od balkovskih), dok
je odstupanje (saturacija) znatnije u srednjetemperaturskom, a izuzetno jako u visokotempera-
turskom domenu. Na osnovu toga se moze zakljuciti da su superresetke u niskotemperaturskoj
oblasti nesto bolji provodnici toplote od balk-struktura, ali slabiji od lmova. Suprotno, u domenu
visokih temperatura superresetke su daleko bolji toplotni izolatori (slabiji toplotni provodnici) i
od lm-struktura, a posebno od odgovarajucih prostorno neogranicenih kristalnih struktura.
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5 Fononi u kvantnim zicama
Kvantne zice predstavljaju ogranicene kristalne strukture kod kojih se uslovi na granicama
razlikuju od onih u unutrasnjosti [4{7,65,85{89], tj. translaciona simetrija narusena je duz pravaca
normalnih na zicu (z i y pravci).
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Slika 5.1: Poprecni presek (duz X-ravni) modela kvantne zice
Ako unutar zice (izmedu njenih granicnih povrsina) nema nikakvih deformacija (narusenja)
kristalne strukture (kristalna resetka je bez primesa, vakancija i sl.), onda se ona naziva idealnom
zicom [5{6]. U suprotnom, ako ove deformacije postoje (npr. kao posledice dopingovanja stranim
atomima), tada se ta struktura naziva deformisanom zicom.
5.1 Model kvantne zice
Posmatra se idealna kvantna zica kubne kristalne strukture nacinjena u ili na supstratu nekim
tehnicko-tehnoloskim postupkom, ciji su osnovni kristalografski podaci (slika 5.1):
ax = ay = az = a ; Nx  108  Ny;z  10 ;
C;~n;~m = C

~n;~n~  C

nxnynz ;nx1;nynz = C

nxnynz ;nxny1;nz =
= Cnxnynz ;nxnynz1  C
Cny0;ny ; 1 = C

ny ; 1;ny0 = (1 + ")C
 ; CnyNz ;nyNz+1 = C

nyNz+1;nyNz = (1 + )C
 ;
C0nz ; 1nz = C

 1nz ;0nz = (1 + )C
 ; CNynz ;Ny+1;nz = C

Ny+1;nz ;Nynz = (1 + ')C
 ;
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gde je ("; ; ; ')   1 , a ny;z 2 (0; 1; 2;    ; Ny;z) su indeksi resetke duz y i z pravaca. Na
osnovu toga, o modelu se moze zakljuciti sledece.
1. Kvantne zice poseduju cetiri granicne povrsine: dve paralelne XY ravnima (i to za z = 0
i z = Lz = Nza) i dve paralelne XZ ravnima (i to za y = 0 i y = Ly = Nya), dakle,
ogranicene su duz y i z pravaca i neogranicene duz x pravca.
2. Duz y-ose locirano je Ny + 1 atoma, a duz z-ose Nz + 1 atoma.
3. Torzione konstante C zanemarljive su u odnosu na konstante istezanja C.
4. Smatra se da atomi koji pripadaju granicnim slojevima prikazane kvantne zice interaguju sa
spoljasnjim sredinama, bez obzira na to sto duz y i z pravaca (levo od leve i desno od desne,
odnosno, iznad gornje i ispod donje granicne povrsine) nema atoma (motiva, cvorova) zice,
ali su granicni atomi ,,spregnuti" izmenjenim Hukovim silama za atome sredina - supstrata
koji ih okruzuju [37{41]. U skladu sa napred navedenim uslovima, konstante elasticnosti
koje opisuju interakcije atoma granicnih povrsina sa spoljasnjim sredinama, modikovane
su odgovarajucim koecijentima " i ,  i '.
Uzimajuci u obzir sve ove uslove i cinjenice da su slojevi za ny   1 i ny  Ny + 1, kao i za
nz   1 i nz  Nz + 1 odsutni, moramo obracunati i sledece:
u;nx;ny;nz = 0 ;  1  ny;z ^ ny;z  Ny;z + 1 ; (ny;z 62 [0; Ny;z]) :
S obzirom na denisani model, hamiltonijan fononskog podsistema opisane strukture u aproksi-
maciji najblizih suseda ima isti oblik kao i kod neogranicenih kristala { izrazi (2.8 { 10), ali ga je,
zbog postojanja granicnih slojeva, zgodno napisati u razdvojenom vidu:
H = T + V Peff + V
Z
eff ; (5.1)
gde je T standardni kineticki clan (2.9), V Zeff { clan koji opisuje interakcije unutar posmatrane
strukture (zapreminski potencijal interakcije):
V Zeff =
X
;nx
C
4
Ny 2X
ny=2
Nz 2X
nz=2
h 
u;nx+1;ny;nz   u;nx;ny;nz
2
+
 
u;nx 1;ny ;nz   u;nx;ny ;nz
2
+
+
 
u;nx;ny+1;nz   u;nx;ny ;nz
2
+
 
u;nx;ny 1;nz   u;nx;ny;nz
2
+ (5.2)
+
 
u;nx;ny;nz+1   u;nx;ny;nz
2
+
 
u;nx;ny ;nz 1   u;nx;ny ;nz
2i
;
a V Peff - clan koji obuhvata interakcije sa granicnim slojevima (povrsinski potencijal interakcije):
V Peff =
X
;nx
C
4
n
2 (1 + ")

u2;nx;0;0 + u
2
;nx;1;0 + u
2
;nx;Ny ;0 + u
2
;nx;Ny 1;0

+
+ 2 (1 + )
 
u2;nx;0;0 + u
2
;nx;0;1 + u
2
;nx;0;Nz + u
2
;nx;0;Nz 1

+
+ 2 (1 + )

u2;nx;0;Nz + u
2
;nx;1;Nz + u
2
;nx;Ny ;Nz + u
2
;nx;Ny 1;Nz

+
+ 2 (1 + ')

u2;nx;Ny ;0 + u
2
;nx;Ny ;1 + u
2
;nx;Ny ;Nz + u
2
;nx;Ny ;Nz 1

+
+ (u;nx+1;0;0   u;nx;0;0)2 + (u;nx 1;0;0   u;nx;0;0)2 +
+ (u;nx+1;0;1   u;nx;0;1)2 + (u;nx 1;0;1   u;nx;0;1)2 +
+ (u;nx+1;1;0   u;nx;1;0)2 + (u;nx 1;1;0   u;nx;1;0)2 +
+ (u;nx+1;1;1   u;nx;1;1)2 + (u;nx 1;1;1   u;nx;1;1)2 +
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+
 
u;nx+1;Ny ;0   u;nx;Ny;0
2
+
 
u;nx 1;Ny ;0   u;nx;Ny;0
2
+
+
 
u;nx+1;Ny ;1   u;nx;Ny;1
2
+
 
u;nx 1;Ny ;1   u;nx;Ny;1
2
+
+
 
u;nx+1;Ny 1;0   u;nx;Ny 1;0
2
+
 
u;nx 1;Ny 1;0   u;nx;Ny 1;0
2
+
+
 
u;nx+1;Ny 1;1   u;nx;Ny 1;1
2
+
 
u;nx 1;Ny 1;1   u;nx;Ny 1;1
2
+
+ (u;nx+1;0;Nz   u;nx;0;Nz)2 + (u;nx 1;0;Nz   u;nx;0;Nz)2 +
+ (u;nx+1;0;Nz 1   u;nx;0;Nz 1)2 + (u;nx 1;0;Nz 1   u;nx;0;Nz 1)2 +
+ (u;nx+1;1;Nz   u;nx;1;Nz)2 + (u;nx 1;1;Nz   u;nx;1;Nz)2 +
+ (u;nx+1;1;Nz 1   u;nx;1;Nz 1)2 + (u;nx 1;1;Nz 1   u;nx;1;Nz 1)2 +
+
 
u;nx+1;Ny ;Nz   u;nx;Ny ;Nz
2
+
 
u;nx 1;Ny ;Nz   u;nx;Ny;Nz
2
+
+
 
u;nx+1;Ny ;Nz 1   u;nx;Ny ;Nz 1
2
+
 
u;nx 1;Ny ;Nz 1   u;nx;Ny ;Nz 1
2
+
+
 
u;nx+1;Ny 1;Nz   u;nx;Ny 1;Nz
2
+
 
u;nx 1;Ny 1;Nz   u;nx;Ny 1;Nz
2
+
+
 
u;nx+1;Ny 1;Nz 1   u;nx;Ny 1;Nz 1
2
+
 
u;nx 1;Ny 1;Nz 1   u;nx;Ny 1;Nz 1
2
+
+ 2 (u;nx;0;0   u;nx;1;0)2 + 2 (u;nx;0;0   u;nx;0;1)2 +
+ 2 (u;nx;0;1   u;nx;1;1)2 + 2 (u;nx;1;0   u;nx;1;1)2 +
+ (u;nx;0;1   u;nx;0;2)2 + (u;nx;1;0   u;nx;2;0)2 +
+ (u;nx;1;1   u;nx;2;1)2 + (u;nx;1;1   u;nx;1;2)2 +
+ 2
 
u;nx;Ny;0   u;nx;Ny 1;0
2
+ 2
 
u;nx;Ny;0   u;nx;Ny ;1
2
+
+ 2
 
u;nx;Ny;1   u;nx;Ny 1;1
2
+ 2
 
u;nx;Ny 1;0   u;nx;Ny 1;1
2
+
+
 
u;nx;Ny ;1   u;nx;Ny;2
2
+
 
u;nx;Ny 1;0   u;nx;Ny 2;0
2
+
+
 
u;nx;Ny 1;1   u;nx;Ny 2;1
2
+
 
u;nx;Ny 1;1   u;nx;Ny 1;2
2
+
+ 2 (u;nx;0;Nz   u;nx;1;Nz)2 + 2 (u;nx;0;Nz   u;nx;0;Nz 1)2 +
+ 2 (u;nx;0;Nz 1   u;nx;1;Nz 1)2 + 2 (u;nx;1;Nz   u;nx;1;Nz 1)2 +
+ (u;nx;0;Nz 1   u;nx;0;Nz 2)2 + (u;nx;1;Nz   u;nx;2;Nz)2 +
+ (u;nx;1;Nz 1   u;nx;2;Nz 1)2 + (u;nx;1;Nz 1   u;nx;1;Nz 2)2 +
+ 2
 
u;nx;Ny;Nz   u;nx;Ny 1;Nz
2
+ 2
 
u;nx;Ny ;Nz   u;nx;Ny ;Nz 1
2
+ (5.3)
+ 2
 
u;nx;Ny;Nz 1   u;nx;Ny 1;Nz 1
2
+ 2
 
u;nx;Ny 1;Nz   u;nx;Ny 1;Nz 1
2
+
+
 
u;nx;Ny ;Nz 1   u;nx;Ny ;Nz 2
2
+
 
u;nx;Ny 1;Nz   u;nx;Ny 2;Nz
2
+
+
 
u;nx;Ny 1;Nz 1   u;nx;Ny 2;Nz 1
2
+
 
u;nx;Ny 1;Nz 1   u;nx;Ny 1;Nz 2
2
+
+
Ny 2X
ny=2
h
2 (1 + ")u2;nx;ny ;0 +
 
u;nx;ny ;0   u;nx;ny ;1
2
+
+
 
u;nx+1;ny ;0   u;nx;ny ;0
2
+
 
u;nx 1;ny;0   u;nx;ny;0
2
+
+
 
u;nx;ny+1;0   u;nx;ny ;0
2
+
 
u;nx;ny 1;0   u;nx;ny;0
2
+
+
 
u;nx+1;ny ;1   u;nx;ny ;1
2
+
 
u;nx 1;ny;1   u;nx;ny;1
2
+
+
 
u;nx;ny+1;1   u;nx;ny ;1
2
+
 
u;nx;ny 1;1   u;nx;ny;1
2
+
+
 
u;nx;ny ;0   u;nx;ny ;1
2
+
 
u;nx;ny;1   u;nx;ny;2
2
+
+ 2 (1 + )u2;nx;ny ;Nz +
 
u;nx;ny ;Nz   u;nx;ny;Nz 1
2
+
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+
 
u;nx+1;ny;Nz   u;nx;ny ;Nz
2
+
 
u;nx 1;ny ;Nz   u;nx;ny ;Nz
2
+
+
 
u;nx;ny+1;Nz   u;nx;ny ;Nz
2
+
 
u;nx;ny 1;Nz   u;nx;ny ;Nz
2
+
+
 
u;nx;ny ;Nz 1   u;nx;ny ;Nz 2
2
+
 
u;nx;ny ;Nz   u;nx;ny ;Nz 1
2
+
+
 
u;nx+1;ny;Nz 1   u;nx;ny ;Nz 1
2
+
 
u;nx 1;ny;Nz 1   u;nx;ny ;Nz 1
2
+
+
 
u;nx;ny+1;Nz 1   u;nx;ny ;Nz 1
2
+
 
u;nx;ny 1;Nz 1   u;nx;ny;Nz 1
2i
+
+
Nz 2X
nz=2
h
2 (1 + )u2;nx;0;nz + (u;nx;0;nz   u;nx;1;nz)2+
+ (u;nx+1;0;nz   u;nx;0;nz)2 + (u;nx 1;0;nz   u;nx;0;nz)2 +
+ (u;nx;0;nz+1   u;nx;0;nz)2 + (u;nx;0;nz 1   u;nx;0;nz)2 +
+ (u;nx+1;1;nz   u;nx;1;nz)2 + (u;nx 1;1;nz   u;nx;1;nz)2 +
+ (u;nx;1;nz+1   u;nx;1;nz)2 + (u;nx;1;nz 1   u;nx;1;nz)2 +
+ (u;nx;0;nz   u;nx;1;nz)2 + (u;nx;1;nz   u;nx;2;nz)2 +
+ 2 (1 + ')u2;nx;Ny;nz +
 
u;nx;Ny ;nz   u;nx;Ny 1;nz
2
+
+
 
u;nx+1;Ny ;nz   u;nx;Ny ;nz
2
+
 
u;nx 1;Ny ;nz   u;nx;Ny ;nz
2
+
+
 
u;nx;Ny;nz+1   u;nx;Ny ;nz
2
+
 
u;nx;Ny;nz 1   u;nx;Ny ;nz
2
+
+
 
u;nx;Ny 1;nz   u;nx;Ny 2;nz
2
+
 
u;nx;Ny ;nz   u;nx;Ny 1;nz
2
+
+
 
u;nx+1;Ny 1;nz   u;nx;Ny 1;nz
2
+
 
u;nx 1;Ny 1;nz   u;nx;Ny 1;nz
2
+
+
 
u;nx;Ny 1;nz+1   u;nx;Ny 1;nz
2
+
 
u;nx;Ny 1;nz 1   u;nx;Ny 1;nz
2io
:
Imajuci u vidu tehnologiju izrade kvant-
nih zica [1{3,85{89], ne postoji nikakav
osnov za pretpostavku da ce ona sa svih
strana biti okruzena razlicitim sredina-
ma. Uproscen, ali mnogo realniji model
kvantne zice podrazumeva da se ona re-
alizuje nekim depozicionim postupkom
(ecovanje, selektivna epitaksija, rast na
zakosenom supstratu, nagrizanje itd) u
supstratu ili na njegovoj gornjoj granicnoj
povrsini, u kom slucaju ce atomi koji
sacinjavaju kvantnu zicu biti okruzeni
atomima koji pripadaju samo dvema ra-
zlicitim sredinama, kao sto je prikazano
na slici 5.2. Tada se povrsinski clan hamil-
tonijana (5.3) svodi na (; '! "):
Z
Y
(1+ )g C(1+ )g C(1+ )g C(1+ )g C (1+ )g C (1+ )g C
(1+ )e C(1+ )e C(1+ )e C(1+ )e C (1+ )e C (1+ )e C
0 1 2 N -1
Y
N
Y
N -2
Y
. . .
. . .
C C C
C C C
C C C
. . .
. . .
. . .
. . .
C C C
C C C
C C C. . .
. . .
. . .
(1+ )e C
(1+ )e C
(1+ )e C
(1+ )e C
(1+ )e C
(1+ )e C
.
.
.
0
1
2
N -1
Z
N
Z
N -2
Z
.
.
.
0
1
2
N -1
Z
N
Z
N -2
Z
.
.
.
0
1
2
N -1
Z
N
Z
N -2
Z
.
.
.
0
1
2
N -1
Z
N
Z
N -2
Z
.
.
.
0
1
2
N -1
Z
N
Z
N -2
Z
.
.
.
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Slika 5.2: Realni model kvantne zice
V Peff =
X
;nx
C
4
n
2 (1 + ")
h
2u2;nx;0;0 + 2u
2
;nx;Ny;0 + u
2
;nx;1;0 + u
2
;nx;Ny 1;0 +
+ u2;nx;0;1 + u
2
;nx;0;Nz + u
2
;nx;0;Nz 1 + u
2
;nx;Ny ;1 + u
2
;nx;Ny;Nz + u
2
;nx;Ny ;Nz 1
i
+
+ 2 (1 + )
h
u2;nx;0;Nz + u
2
;nx;1;Nz + u
2
;nx;Ny;Nz + u
2
;nx;Ny 1;Nz
i
+
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+ (u;nx+1;0;0   u;nx;0;0)2 + (u;nx 1;0;0   u;nx;0;0)2 +
+ (u;nx+1;0;1   u;nx;0;1)2 + (u;nx 1;0;1   u;nx;0;1)2 +
+ (u;nx+1;1;0   u;nx;1;0)2 + (u;nx 1;1;0   u;nx;1;0)2 +
+ (u;nx+1;1;1   u;nx;1;1)2 + (u;nx 1;1;1   u;nx;1;1)2 +
+
 
u;nx+1;Ny ;0   u;nx;Ny;0
2
+
 
u;nx 1;Ny ;0   u;nx;Ny;0
2
+
+
 
u;nx+1;Ny ;1   u;nx;Ny;1
2
+
 
u;nx 1;Ny ;1   u;nx;Ny;1
2
+
+
 
u;nx+1;Ny 1;0   u;nx;Ny 1;0
2
+
 
u;nx 1;Ny 1;0   u;nx;Ny 1;0
2
+
+
 
u;nx+1;Ny 1;1   u;nx;Ny 1;1
2
+
 
u;nx 1;Ny 1;1   u;nx;Ny 1;1
2
+
+ (u;nx+1;0;Nz   u;nx;0;Nz)2 + (u;nx 1;0;Nz   u;nx;0;Nz)2 +
+ (u;nx+1;0;Nz 1   u;nx;0;Nz 1)2 + (u;nx 1;0;Nz 1   u;nx;0;Nz 1)2 +
+ (u;nx+1;1;Nz   u;nx;1;Nz)2 + (u;nx 1;1;Nz   u;nx;1;Nz)2 +
+ (u;nx+1;1;Nz 1   u;nx;1;Nz 1)2 + (u;nx 1;1;Nz 1   u;nx;1;Nz 1)2 +
+
 
u;nx+1;Ny ;Nz   u;nx;Ny ;Nz
2
+
 
u;nx 1;Ny ;Nz   u;nx;Ny;Nz
2
+
+
 
u;nx+1;Ny ;Nz 1   u;nx;Ny ;Nz 1
2
+
 
u;nx 1;Ny ;Nz 1   u;nx;Ny ;Nz 1
2
+
+
 
u;nx+1;Ny 1;Nz   u;nx;Ny 1;Nz
2
+
 
u;nx 1;Ny 1;Nz   u;nx;Ny 1;Nz
2
+
+
 
u;nx+1;Ny 1;Nz 1   u;nx;Ny 1;Nz 1
2
+
 
u;nx 1;Ny 1;Nz 1   u;nx;Ny 1;Nz 1
2
+
+ 2 (u;nx;0;0   u;nx;1;0)2 + 2 (u;nx;0;0   u;nx;0;1)2 +
+ 2 (u;nx;0;1   u;nx;1;1)2 + 2 (u;nx;1;0   u;nx;1;1)2 +
+ (u;nx;0;1   u;nx;0;2)2 + (u;nx;1;0   u;nx;2;0)2 +
+ (u;nx;1;1   u;nx;2;1)2 + (u;nx;1;1   u;nx;1;2)2 +
+ 2
 
u;nx;Ny;0   u;nx;Ny 1;0
2
+ 2
 
u;nx;Ny;0   u;nx;Ny ;1
2
+
+ 2
 
u;nx;Ny;1   u;nx;Ny 1;1
2
+ 2
 
u;nx;Ny 1;0   u;nx;Ny 1;1
2
+
+
 
u;nx;Ny ;1   u;nx;Ny;2
2
+
 
u;nx;Ny 1;0   u;nx;Ny 2;0
2
+
+
 
u;nx;Ny 1;1   u;nx;Ny 2;1
2
+
 
u;nx;Ny 1;1   u;nx;Ny 1;2
2
+
+ 2 (u;nx;0;Nz   u;nx;1;Nz)2 + 2 (u;nx;0;Nz   u;nx;0;Nz 1)2 +
+ 2 (u;nx;0;Nz 1   u;nx;1;Nz 1)2 + 2 (u;nx;1;Nz   u;nx;1;Nz 1)2 +
+ (u;nx;0;Nz 1   u;nx;0;Nz 2)2 + (u;nx;1;Nz   u;nx;2;Nz)2 +
+ (u;nx;1;Nz 1   u;nx;2;Nz 1)2 + (u;nx;1;Nz 1   u;nx;1;Nz 2)2 +
+ 2
 
u;nx;Ny;Nz   u;nx;Ny 1;Nz
2
+ 2
 
u;nx;Ny ;Nz   u;nx;Ny ;Nz 1
2
+ (5.4)
+ 2
 
u;nx;Ny;Nz 1   u;nx;Ny 1;Nz 1
2
+ 2
 
u;nx;Ny 1;Nz   u;nx;Ny 1;Nz 1
2
+
+
 
u;nx;Ny ;Nz 1   u;nx;Ny ;Nz 2
2
+
 
u;nx;Ny 1;Nz   u;nx;Ny 2;Nz
2
+
+
 
u;nx;Ny 1;Nz 1   u;nx;Ny 2;Nz 1
2
+
 
u;nx;Ny 1;Nz 1   u;nx;Ny 1;Nz 2
2
+
+
Ny 2X
ny=2
h
2 (1 + ")u2;nx;ny ;0 +
 
u;nx;ny ;0   u;nx;ny ;1
2
+
+
 
u;nx+1;ny ;0   u;nx;ny ;0
2
+
 
u;nx 1;ny;0   u;nx;ny;0
2
+
+
 
u;nx;ny+1;0   u;nx;ny ;0
2
+
 
u;nx;ny 1;0   u;nx;ny;0
2
+
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+
 
u;nx+1;ny;1   u;nx;ny ;1
2
+
 
u;nx 1;ny;1   u;nx;ny;1
2
+
+
 
u;nx;ny+1;1   u;nx;ny ;1
2
+
 
u;nx;ny 1;1   u;nx;ny;1
2
+
+
 
u;nx;ny ;0   u;nx;ny ;1
2
+
 
u;nx;ny;1   u;nx;ny;2
2
+
+ 2 (1 + )u2;nx;ny ;Nz +
 
u;nx;ny;Nz   u;nx;ny ;Nz 1
2
+
+
 
u;nx+1;ny;Nz   u;nx;ny ;Nz
2
+
 
u;nx 1;ny ;Nz   u;nx;ny ;Nz
2
+
+
 
u;nx;ny+1;Nz   u;nx;ny ;Nz
2
+
 
u;nx;ny 1;Nz   u;nx;ny ;Nz
2
+
+
 
u;nx;ny ;Nz 1   u;nx;ny ;Nz 2
2
+
 
u;nx;ny ;Nz   u;nx;ny ;Nz 1
2
+
+
 
u;nx+1;ny;Nz 1   u;nx;ny ;Nz 1
2
+
 
u;nx 1;ny;Nz 1   u;nx;ny ;Nz 1
2
+
+
 
u;nx;ny+1;Nz 1   u;nx;ny ;Nz 1
2
+
 
u;nx;ny 1;Nz 1   u;nx;ny;Nz 1
2i
+
+
Nz 2X
nz=2
h
2 (1 + ")u2;nx;0;nz + (u;nx;0;nz   u;nx;1;nz)2+
+ (u;nx+1;0;nz   u;nx;0;nz)2 + (u;nx 1;0;nz   u;nx;0;nz)2 +
+ (u;nx;0;nz+1   u;nx;0;nz)2 + (u;nx;0;nz 1   u;nx;0;nz)2 +
+ (u;nx+1;1;nz   u;nx;1;nz)2 + (u;nx 1;1;nz   u;nx;1;nz)2 +
+ (u;nx;1;nz+1   u;nx;1;nz)2 + (u;nx;1;nz 1   u;nx;1;nz)2 +
+ (u;nx;0;nz   u;nx;1;nz)2 + (u;nx;1;nz   u;nx;2;nz)2 +
+ 2 (1 + ")u2;nx;Ny ;nz +
 
u;nx;Ny ;nz   u;nx;Ny 1;nz
2
+
+
 
u;nx+1;Ny ;nz   u;nx;Ny ;nz
2
+
 
u;nx 1;Ny ;nz   u;nx;Ny ;nz
2
+
+
 
u;nx;Ny;nz+1   u;nx;Ny ;nz
2
+
 
u;nx;Ny;nz 1   u;nx;Ny ;nz
2
+
+
 
u;nx;Ny 1;nz   u;nx;Ny 2;nz
2
+
 
u;nx;Ny ;nz   u;nx;Ny 1;nz
2
+
+
 
u;nx+1;Ny 1;nz   u;nx;Ny 1;nz
2
+
 
u;nx 1;Ny 1;nz   u;nx;Ny 1;nz
2
+
+
 
u;nx;Ny 1;nz+1   u;nx;Ny 1;nz
2
+
 
u;nx;Ny 1;nz 1   u;nx;Ny 1;nz
2io
:
5.2 Jednacine kretanja
Zakon disperzije fonona i u ovom slucaju se formira pronalazenjem Grinove funkcije:
G~n;~m(t  t0) = hhu~n;(t) j u~m;(t0)ii = (t  t0)h

u~n;(t); u~m;(t
0)
i0
pomocu jednacine kretanja:
 M!2G~n;~m(!) =  
i~
2
~n;~m +
1
i~
hh[p~n;;H]ju~m;ii! : (5.5)
Kao i kod lm-struktura i ovde se moraju izracunati odgovarajuci komutatori, odnosno odrediti
Grinove funkcije posebno za atome granicnih slojeva, a posebno za atome iz unutrasnjosti kvantne
zice. Koristeci standardne komutacione relacije za pomeraje i impulse atoma:
u~n;; p~m;

= i~~n~m
u~n;; u~m;

=

p~n;; p~m;

= 0 ;
kao i ostale neophodne osnovne denicije, izracunavaju se potrebni komutatori impulsa i hamil-
tonijana.
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1. mz = 0
 my = 0
[p;mx;0;0; H] =  i~ C [(6 + 2 ") u;mx;0;0   u;mx+1;0;0 
  u;mx 1;0;0   u;mx;0;1   u;mx;1;0] ;
 1  my  Ny   1
p;mx;my ;0; H

=  i~ C

(6 + ") u;mx;my;0   u;mx;my ;1   u;mx+1;my ;0 
  u;mx 1;my ;0   u;mx;my+1;0   u;mx;my 1;0

;
 my = Ny 
p;mx;Ny ;0; H

=  i~ C

(6 + 2 ") u;mx;Ny;0   u;mx+1;Ny ;0 
  u;mx 1;Ny ;0   u;mx;Ny ;1   u;mx;Ny 1;0

;
2. 1  mz  Nz   1
 my = 0
[p;mx;0;mz ; H] =  i~ C [(6 + ") u;mx;0;mz   u;mx;1;mzu;mx+1;0;mz 
  u;mx 1;0;mz   u;mx;0;mz+1   u;mx;0;mz 1] ;
 1  my  Ny   1
p;mx;my ;mz ;H

=  i~ C
 
6 u;mx;my ;mz   u;mx+1;my ;mz   u;mx 1;my ;mz 
  u;mx;my+1;mz   u;mx;my 1;mz  
  u;mx;my ;mz+1   u;mx;my ;mz 1

;
 my = Ny
p;mx;Ny ;mz ; H

=  i~ C

(6 + ") u;mx;Ny ;mz   u;mx;Ny 1;mzu;mx+1;Ny ;mz 
  u;mx 1;Ny ;mz   u;mx;Ny ;mz+1   u;mx;Ny ;mz 1

;
3. mz = Nz
 my = 0
[p;mx;0;Nz ; H] =  i~ C [(6 + "+ ) u;mx;0;Nz   u;mx+1;0;Nz 
  u;mx 1;0;Nz   u;mx;0;Nz 1   u;mx;1;Nz ] ;
 1  my  Ny   1
p;mx;my;Nz ; H

=  i~ C

(6 + ) u;mx;my ;Nz   u;mx;my;Nz 1   u;mx+1;my;Nz 
  u;mx 1;my ;Nz   u;mx;my+1;Nz   u;mx;my 1;Nz

;
 my = Ny
p;mx;Ny ;Nz ; H

=  i~ C

(6 + "+ ) u;mx;Ny ;Nz   u;mx+1;Ny ;Nz 
  u;mx 1;Ny ;Nz   u;mx;Ny;Nz 1   u;mx;Ny 1;Nz

:
Preimenovanjem   !  ; m  ! n i zamenom nadenih komutatora u jednacinu kretanja (5.5)
za Grinove funkcije
G ~n;~m  G nx;ny ;nz ;mx;my ;mz = hhu;nx;ny ;nz j u;mx;my ;mzii ;
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te primenom delimicne Furijeove transformacije (samo duz x-pravca, gde je posmatrana struktura
neogranicena)
G nxnynz ;~m(!) =
1
Nx
X
kx
eikxa(nx mx) G nynz ;mymz(kx;!) ;
nxmxnymynzmz =
1
Nx
X
kx
eikxa(nx mx) nymynzmz ;
dobija se sledeci sistem diferencnih jednacina:
1. nz = 0
 ny = 0 "
!


2
  (6 + 2 ") + 2 cos akx
#
G0;0 +G1;0 +G0;1 = K0;0 ;
 1  ny  Ny   1"
!


2
  (6 + ") + 2 cos akx
#
Gny ;0 +Gny+1;0 +Gny 1;0 +Gny;1 = Kny ;0 ;
 ny = Ny"
!


2
  (6 + 2 ") + 2 cos akx
#
GNy ;0 +GNy 1;0 +GNy ;1 = KNy ;0 ;
2. 1  nz  Nz   1
 ny = 0"
!


2
  (6 + ") + 2 cos akx
#
G0;nz +G1;nz +G0;nz+1 +G0;nz 1 = K0;nz ;
 1  ny  Ny   1"
!


2
  6 + 2 cos akx
#
Gny ;nz+Gny+1;nz+Gny 1;nz+Gny ;nz+1+Gny ;nz 1 = Kny ;nz ;
(5.6)
 ny = Ny"
!


2
  (6 + ") + 2 cos akx
#
GNy ;nz +GNy 1;nz +GNy ;nz+1 +GNy;nz 1 = KNy ;nz ;
3. nz = Nz
 ny = 0"
!


2
  (6 + "+ ) + 2 cos akx
#
G0;Nz +G1;Nz +G0;Nz 1 = K0;Nz ;
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 1  ny  Ny   1"
!


2
  (6 + ) + 2 cos akx
#
Gny;Nz +Gny+1;Nz +Gny 1;Nz +Gny ;Nz 1 = Kny ;Nz ;
 ny = Ny"
!


2
  (6 + "+ ) + 2 cos akx
#
GNy ;Nz +GNy 1;Nz +GNy;Nz 1 = KNy ;Nz :
Ovde su:
G nynz ;mymz(kx;!)  Gny ;nz ; Knynz =
i~
2C
nynz ;mymz ; 

2
 =
C
M
(indeksi my i mz su ,,parazitski" pa su ovde izbaceni). Prilikom izvodenja prethodnih izraza uzeto
je u obzir: u;~n = 0 ) G ~n;~m = 0 za 8 ny;z 62 [0; Ny;z]. Uvodenjem oznake:
% =
!2

2
  4

1 + sin2
akx
2

; (5.7)
prethodni sistem dobija oblik:
1. nz = 0
 ny = 0
(%   2 ") G0;0 +G1;0 +G0;1 = K0;0 ;
 1  ny  Ny   1
(%   ") Gny;0 +Gny+1;0 +Gny 1;0 +Gny;1 = Kny;0 ;
 ny = Ny
(%   2 ") GNy ;0 +GNy 1;0 +GNy ;1 = KNy ;0 ;
2. 1  nz  Nz   1
 ny = 0
(%   ") G0;nz +G1;nz +G0;nz+1 +G0;nz 1 = K0;nz ;
 1  ny  Ny   1
%Gny;nz +Gny+1;nz +Gny 1;nz +Gny ;nz+1 +Gny ;nz 1 = Kny ;nz ; (5.8)
 ny = Ny
(%   ") GNy ;nz +GNy 1;nz +GNy;nz+1 +GNy ;nz 1 = KNy ;nz ;
3. nz = Nz
 ny = 0 h
%   ("+ )
i
G0;Nz +G1;Nz +G0;Nz 1 = K0;Nz ;
 1  ny  Ny   1
(%   ) Gny ;Nz +Gny+1;Nz +Gny 1;Nz +Gny ;Nz 1 = Kny ;Nz ;
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 ny = Ny h
%   ("+ )
i
GNy;Nz +GNy 1;Nz +GNy ;Nz 1 = KNy;Nz ;
sto se moze napisati u kompaktnijoj formi:
Gny 1;nz +
+ Gny ;nz 1 +
h
%   "  ny;0 + ny;Ny + nz ;0   nz ;Nzi Gny ;nz + Gny;nz+1 + (5.9)
+ Gny+1;nz = Knynz ;
koja odrazava njegov dvodimenzioni karakter (posebno po ny i posebno po nz) i sadrzi ukupno
(Ny + 1)  (Nz + 1) nepoznatih Grinovih funkcija. Na osnovu opstih algebarskih stavova, jasno
je da se nepoznate Grinove funkcije iz (5.9) mogu izraziti kao:
Gny ;nz =
Dny ;nz
DNy+1;Nz+1
; (5.10)
gde Dny ;nz predstavlja odgovarajucu ,,zamensku" determinantu, a DNy+1;Nz+1  2D kvadratnu
determinantu sistema:
DNy+1;Nz+1 =

< J O    O O O
J R J    O O O
O J R    O O O
   . . .   
O O O    R J O
O O O    J R J
O O O    O J <

Ny+1
; (5.11)
gde je:
<  <Nz+1 =
26666666664
%  2 " 1 0    0 0 0
1 %  " 1    0 0 0
0 1 %  "    0 0 0
   . . .   
0 0 0    %  " 1 0
0 0 0    1 %  " 1
0 0 0    0 1 %  ("+ )
37777777775
Nz+1
; (5.12)
a:
R  RNz+1 =
26666666664
%  " 1 0    0 0 0
1 % 1    0 0 0
0 1 %    0 0 0
   . . .   
0 0 0    % 1 0
0 0 0    1 % 1
0 0 0    0 1 %  
37777777775
Nz+1
; (5.13)
J je jedinicna, a O nulta kvadratna matrica (obe reda Nz + 1).
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5.3 Spektri fonona u zici
Resenje sistema diferencnih jednacina (5.9) potrazicemo, kao i kod lmova, za slucaj slobodnih
povrsina kada se povrsinske perturbacije zanemaruju, tj. " =  = 0. U tom slucaju je:
Gny 1;nz +
+ Gny ;nz 1 + % Gny ;nz + Gny ;nz+1 + (5.14)
+ Gny+1;nz = Knynz ;
i:
DNy+1;Nz+1 =

R J O    O O O
J R J    O O O
O J R    O O O
   . . .   
O O O    R J O
O O O    J R J
O O O    O J R

Ny+1
; (5.15)
pri cemu je:
R  RNz+1 =
26666666664
% 1 0    0 0 0
1 % 1    0 0 0
0 1 %    0 0 0
   . . .   
0 0 0    % 1 0
0 0 0    1 % 1
0 0 0    0 1 %
37777777775
Nz+1
: (5.16)
U cilju odredivanja fononskih energija potrebni su nam polovi Grinovih funkcija, koji se dobijaju
kada iste teze beskonacnosti, sto znaci da mora biti:
DNy+1;Nz+1  0 : (5.17)
Kako DNy+1;Nz+1(%) predstavlja poznatu 2D determinantu sistema, ona moze da se izrazi preko
karakteristicnih Cebisevljevih polinoma druge vrste. Uslov (5.17) se ,,raspada" na dva uslova:
DNy+1  0 ; RNz+1  0 ; (5.18)
pri cemu DNy+1 predstavlja ,,obicnu" determinantu DNy+1;Nz+1 u kojoj je R zamenjen sa % i J
sa 1. Resavanjem uslova DNy+1 = 0 dobijaju se vrednosti:
% =  2 cos aky() ; ky() = 
a

Ny + 2
;  = 1; 2; : : : Ny + 1 ; (5.19)
a resavanjem uslova RNz+1 = 0 vrednosti:
% =  2 cos akz() ; kz() = 
a

Nz + 2
;  = 1; 2; : : : Nz + 1 : (5.20)
Poznato je [37,65{66] da je:
% = %; = % + % ; (5.21)
gde je:
% = E2~k   4

1 + sin2
akx
2

; E~k  E~k =
!


: (5.22)
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Na osnovu izraza (5.19{22) dobija se zakon disperzije fonona u kvantnim zicama:
E~k = 2
r
sin2
akx
2
+ sin2
aky()
2
+ sin2
akz()
2
; (5.23)
u istoj formi kao kod lmova (3.15) i neogranicenih struktura (2.19). Medutim, vidi se da kvazi-
impuls fonona u kvantnim zicama uzima diskretne vrednosti u y i z-pravcima, dok je u x-pravcu
prakticno kontinualan. Spektar fonona je gracki prikazan na slikama 5.3 i 5.4.
0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.5
1
1.5
2
2.5
3
X
2
Dmin
E
Slika 5.3: Kompletan fononski spektar E = E;
 
X2

, X  sin(akx=2)
Minimalna fononska frekvencija u kvantnim zicama dobija se za kx ! 0, ky ! kminy ( = 1) =

a
1
Ny+2
i kz ! kminz ( = 1) = a 1Nz+2 i iznosi:
!min = 2

r
sin2

2 (Ny + 2)
+ sin2

2 (Nz + 2)
=
= 2
v
a
r
sin2

2 (Ny + 2)
+ sin2

2 (Nz + 2)
: (5.24)
Takode se uocava da je minimalna energija fonona razlicita od nule (kada je kminx = 0) i data je
izrazom:
  min = E~kmin = E

kx=0;ky=kminy ;kz=k
min
z
= 2
s
sin2
akminy ()
2
+ sin2
akminz ()
2
: (5.25)
Poredenjem izraza (3.20) i (5.25) za energijske gepove u lm-strukturama i kvantnim zicama vidi
se da oba zavise od dimenzija uzoraka, ali da je to kod kvantnih zica izrazenije jer poseduju dva
ogranicenja. Sa povecanjem dimenzija uzoraka gepovi iscezavaju.
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0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1
2.5
2.5
2.5
2.5
1.5
0.5
1
2
3
1.5
0.5
1
2
3
1.5
0.5
1
2
3
1.5
0.5
1
2
3
E
E
E
E
X
2
X
2
X
2
X
2
n=1
n=2
n=3
n=4
Slika 5.4: Parcijalan fononski spektar E = E;
 
X2

, X  sin(akx=2)
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Slike 5.3 i 5.4 gracki prikazuju osnovne karakteristike fononskog spektra (dozvoljenih ener-
gija) u kvantnim zicama. Ako ih uporedimo sa istim u neogranicenim i lm-strukturama (slika
3.3) mozemo jasno uociti najbitnije razlike. Prvo, kontinualna zona dozvoljenih fononskih energija
balk-struktura (na slikama 3.3, 5.3 i 5.4 ona je prikazana isprekidanim linijama) pod uticajem
dveju paralelnih granicnih povrsina kod lma se cepa na diskretan niz kontinualnih (monoslo-
jnih, ili dvodimenzionih) podzona ciji je broj jednak broju atomskih slojeva izmedu dve granicne
povrsine lma. Na slici 3.3 to je prikazano za cetvoroslojni lm (punim linijama) za  = 1; 2; 3 i
4. U kvantnim zicama se svaka od tih podzona (posebno za  = 1, za  = 2, pa  = 3, i za  = 4,
jer je prikazana kvantna zica sa 4 monoatomska sloja duz jednog pravca ogranicenja) cepa na
diskretan niz kontinualnih (monolancanih, ili jednodimenzionih) podpodzona ciji je broj jednak
broju atomskih slojeva izmedu druge dve granicne povrsine. Na slici 5.4 to je prikazano sa po 5
punih linija, za  = 1; 2; 3; 4 i 5, dok su podzonski nivoi prikazani tankim isprekidanim linijama.
Kompletan spektar mogucih (dozvoljenih) diskretnih fononskih energija (zonskih - balkovskih
i podpodzonskih - u zicama) za slucaj 54 slojnih kvantnih zica prikazani su na slici 5.3. Vidi
se da dolazi do preklapanja nekih podpodzonskih nivoa koji pripadaju razlicitim energijskim
podzonama.
Pored toga, primetni su dodatni energijski gepovi (za lm i za zicu), koji su iskljuciva posledica
postojanja prostornih granica. Velicina gepa za ultratanke lm-strukture je odredena izrazom
(3.20), a za kvantne zice (5.25). Njihovim poredenjem se moze zakljuciti da je kod zica ovaj
(donji) gep za preko 40 % veci.
5.4 Gustina fononskih stanja
Na osnovu svega sto je do sada receno proizilazi da je kvantna zica niskodimenziona kristalna
struktura unutar koje postoji dvodimenziono konniranje nosilaca, dok je njihovo kretanje duz
treceg pravca slobodno. U okviru opisanog modela kvantne zice uzeli smo da je njena translaciona
simetrija narusena duz y i z pravaca, te je16:
kx 2
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 
a
;

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) kx =
2
a
;
ky 2

1
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 
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;
na osnovu cega se dobija da je:
V =
( 4
3

 
akw
D
3
a3kxkykz
) kw
D
=
3
r
32
2a3
 3
s
Ny
Ny + 2
 Nz
Nz + 2
)
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D
= kb
D
 3
s
Ny
2 (Ny + 2)
 Nz
2 (Nz + 2)
= kf
D
 3
s
Ny
2 (Ny + 2)
; (5.26)
gde su kb
D
i kf
D
odgovarajuce velicine za balk i lm-strukturu, denisane relacijama (2.30) i (3.23).
Odavde sledi da je: kw
D
< kf
D
< kb
D
.
16Indeks ,,w" odnosi se na kvantnu zicu, indeks ,,f" na tanki kristalni lm, a ,,b" na neogranicenu strukturu
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Gustina fononskih stanja u kvantnoj zici iznosi:
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D
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w
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0
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; (5.27)
a Debajeva frekvencija se odreduje iz uslova:
!
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Dw
D
(!) d! = N ) NxN
w
y N
w
z a
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22v3
!
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 
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
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gde je !min dato jednacinom (5.24). Odavde sledi:
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3
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: (5.28)
Uporedivanjem Debajevih frekvencija za balk, ultratanki lm i kvantnu zicu, moze se zakljuciti
da je:
!w
D
> !f
D
> !b
D
:
Uzimajuci, na primer, vrednosti Nfz = 2 i Nwy = N
w
z = 2, jednacine (3.26) i (5.28) daju: !
w
D
=
1; 261  !f
D
= 1; 446  !b
D
. Dakle, Debajeva frekvencija za kvantnu zicu ima vecu vrednost od onih
u tankom lmu i neogranicenoj kristalnoj strukturi.
Trazenjem odnosa gustine fononskih stanja u idealnoj strukturi i kvantnoj zici, i to upravo na
Debajevim frekvencijama:
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(5.29)
dobija se da je:
Dw
D
(!w
D
) Df
D
(!f
D
) Db
D
(!b
D
) ;
odnosno, gustina fononskih stanja se drasticno smanjuje pri redukciji dimenzija strukture.
5.5 Termodinamika kvantne zice
Unutrasnja energija kvantne zice izracunava se pomocu jednacine:
Uw =
Z
d!wD(!w)hn(!w; T )i~!w =
!w
DZ
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d!w

(!w)2V
22v3
0@ ~!w
e
~!w
k
B
T   1
1A
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iz koje se { na isti nacin kao sto je to ucinjeno za neogranicene kristalne strukture i tanke lmove
{ dobija da je:
Uw = 9NwkBT

T
Tw
D
3 xwDZ
xwmin
(xw)3
exw   1 dx
w ; (5.30)
gde je: Nw = Nx(Ny + 1)(Nz + 1), x
w =
~!w
kBT
, xw
D
=
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D
T
, Tw
D
=
~!w
D
kB
i xwmin =
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. U slucaju
visokih temperatura:
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dobija se:
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;
odnosno, na osnovu (5.24) i (5.28):
Uw = 3NwkBT
8>>>>><>>>>>:
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(5.31)
Toplotna kapacitivnost kvantne zice se odreduje diferenciranjem ovog izraza po temperaturi:
Cw = 3NwkB
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:
a toplotna kapacitivnost obracunata po jednoj elementarnoj celiji kristala iznosi:
Cw = 3kB
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: (5.32)
Analizom dobijenog rezultata i njegovim uporedivanjem sa odgovarajucim za balk-strukture (2.36)
i ultratanke lmove (3.33) zakljucuje se da toplotna kapacitivnost kvantne zice u visokotemper-
aturskoj oblasti ima nesto nizu vrednost. Na primer, u slucaju kvantne zice sa Ny = 2 i Nz = 2
dobija se da je:
Cw = 0; 996  Cf = 0; 991  Cb :
U granicama niskih temperatura, kada xw
D
!1, izraz za unutrasnju energiju (5.30) postaje:
Uw = 9NwkBT

T
Tw
D
3 1Z
xwmin
(xw)3
exw   1 dx
w ; (5.33)
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sto se moze napisati u obliku:
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Na osnovu razvoja:  
et   1 1 = 1X
j=1
e jt ;
prethodna jednacina dobija oblik:
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Integral iz ove relacije se resava visestrukom parcijalnom integracijom, nakon cega se dobija:
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(5.36)
Toplotna kapacitivnost obracunata po jednoj elementarnoj celiji kristala iznosi:
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Uvodimo sledece smene:
T
T b
D
 T ; !
w
min
!b
D
 w ;
!w
D
!b
D
=
3
s
Nwy + 1
Nwy
 N
w
z + 1
Nwz
+
4
32

sin2

2 (Ny + 2)
+ sin2

2 (Nz + 2)
3=2
 f (Ny; Nz)
na osnovu cega se moze pisati:
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tako da jednacina (5.37) dobija oblik:
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Uvodenjem bezdimenzionog parametra Cw = C

w
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, gde je C0 =
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5
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svodi na:
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sto se moze izraziti preko tzv. Dajsonovih funkcija:
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Da bismo dobijenu zavisnost toplotne kapacitivnosti od temperature u niskotemperaturskoj oblasti
prikazali gracki, uzecemo sledece vrednosti parametara:
 brzina zvuka u kristalu: v  104m/s ;
 konstanta kristalne resetke: a  10 10m ;
 Debajeva frekvencija u balku: !b
D
 4  1014rad/s ;
 minimalna frekvencija fonona u kvantnoj zici (za Ny = Nz = 2): !wmin  1; 0824  1014rad/s.
Na slici 5.5. prikazana je gracka zavisnost bezdimenzione toplotne kapacitivnosti kvantne zice i
balka od relativne temperature za Ny = Nz = 2 i Ny = Nz = 5.
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Slika 5.5: Zavisnost toplotne kapacitivnosti od temperature u niskotemperaturskoj oblasti
za balk i kvantnu zicu
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Vidi se da je u niskotemperaturskoj oblasti toplotna kapacitivnost kvantne zice niza nego kod
masivnih uzoraka, ali i da se sa povecanjem broja slojeva priblizava balkovskoj vrednosti.
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6 Fononi u kvantnim tackama
Kvantne tacke17 predstavljaju ogranicene kristalne strukture kod kojih je kretanje nosilaca
konnirano duz sva tri kristalografska pravca: x, y i z [4{6]. Ovakvo nultodimenziono limitiranje
kretanja nosilaca u kvantnim tackama ima za posledicu kvantizaciju njihovih energijskih nivoa
i dovodi do potpuno novih zickih pojava i osobina [85{86,90{95]. Najspektakularnija od njih
je pojava da kvantne tacke imaju veoma uzak emisioni spektar ( 30nm) i da { usled kvantnog
konniranja { boja (talasna duzina) koju kvantna tacka emituje zavisi od njene velicine. Ova
pojava nasla je veoma siroku primenu u bioloskom obelezavanju, koje se sprovodi neuporedivo
jednostavnije i ekasnije uz pomoc kvantnih tacaka (najcesce CdSe i HgS) nego sa klasicnim or-
ganskim uorescentnim molekulima ili radioaktivnim izvorima. Na slici 6.1 prikazana je zavisnost
emisionog spektra CdSe kvantne tacke od njenih dimenzija.
Slika 6.1: Zavisnost emisionog spektra CdSe kvantne tacke od njenih dimenzija
Jos jednu izuzetno znacajnu primenu poluprovodnicke kvantne tacke nasle su u tehnologiji
izrade lasera [91].
6.1 Model kvantne tacke
Posmatra se idealna kvantna tacka kubne kristalne strukture nacinjena u ili na supstratu nekim
tehnicko-tehnoloskim postupkom (naparavanjem, spaterovanjem i sl.), ciji su osnovni kristalograf-
ski podaci (sl 6.2):
ax = ay = az = a ; Nx;y;z  10 ;
C;~n;~m = C

~n;~n~  C

nxnynz ;nx1;nynz = C

nxnynz ;nxny1;nz =
= Cnxnynz ;nxnynz1  C ;
17Kvantne tacke se u literaturi cesto nazivaju i ,,vestackim atomima".
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Cnx;ny ;0;nx;ny; 1 = C

nx;ny ; 1;nx;ny ;0 = (1 + ")C

Cnx;ny ;Nz ;nx;ny ;Nz+1 = C

nx;ny ;Nz+1;nx;ny ;Nz = (1 + )C

Cnx;0;nz ;nx; 1;nz = C

nx; 1;nz ;nx;0;nz = (1 + )C

Cnx;Ny;nz ;nx;Ny+1;nz = C

nx;Ny+1;nz ;nx;Ny ;nz = (1 + ')C

C0;ny;nz ; 1;ny ;nz = C

 1;ny ;nz ;0;ny;nz = (1 + #)C

CNx;ny;nz ;Nx+1;ny ;nz = C

Nx+1;ny;nz ;Nx;ny ;nz = (1 + )C
 ;
("; ; ; '; #; )   1 ;
gde su nx;y;z - indeksi resetke duz x, y i z pravaca i nx;y;z 2 (0; 1; 2;    ; Nx;y;z).
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Slika 6.2: Model kvantne tacke
Na osnovu toga, o modelu se moze zakljuciti sledece.
1. Kvantne tacke poseduju sest granicnih povrsina: dve paralelne XY ravnima (i to za z = 0 i
z = Nza), dve paralelne XZ ravnima (i to za y = 0 i y = Nya) i dve paralelne Y Z ravnima
(za x = 0 i x = Nxa). Kvantne tacke su, dakle, ogranicene duz sva tri kristalografska pravca
x, y i z.
2. Duz x-ose locirano je Nx + 1 atoma, duz y-ose Ny + 1, a duz z-ose Nz + 1 atoma.
3. Torzione konstante C zanemarljive su u odnosu na konstante istezanja C.
4. Smatra se da atomi, koji pripadaju granicnim slojevima prikazane kvantne tacke, interaguju
sa spoljasnjim sredinama tako sto su ,,spregnuti" izmenjenim Hukovim silama za atome sre-
dina - supstrata koji ih okruzuju [37{41]. U skladu sa napred navedenim uslovima, konstante
elasticnosti koje opisuju interakcije atoma granicnih povrsina sa spoljasnjim sredinama,
modikovane su odgovarajucim koecijentima ", , , ', # i . Uprosceni, ali mnogo realniji
pristup koji ce ovde biti sproveden, podrazumeva da su atomi koji sacinjavaju kvantnu tacku
okruzeni atomima koji pripadaju samo dvema razlicitim sredinama (, ', #,   ! "), kao
sto je prikazano na slici 6.3.
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Uzimajuci u obzir sve ove uslove i cinjenice da su slojevi za nx   1 i nx  Nx + 1, ny   1 i
ny  Ny + 1, kao i za nz   1 i nz  Nz + 1 odsutni, moramo obracunati i sledece:
u;nx;ny;nz = 0 ;  1  ny;z ^ nx;y;z  Nx;y;z + 1 ; (nx;y;z 62 [0; Nx;y;z]) :
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Slika 6.3: Granicni slojevi opisanog modela kvantne tacke
S obzirom na denisani model, hamiltonijan fononskog podsistema opisane strukture u aproksi-
maciji najblizih suseda ima isti oblik kao i kod neogranicenih kristala { izrazi (2.8 { 10), ali ga je,
zbog postojanja granicnih slojeva, zgodno napisati u razdvojenom vidu:
H = T + V Peff + V
Z
eff ; (6.1)
gde je T standardni kineticki clan (2.9), V Zeff   clan koji opisuje interakcije unutar posmatrane
strukture (zapreminski potencijal interakcije):
V Zeff =
C
4
Nx 2X
nx=2
Ny 2X
ny=2
Nz 2X
nz=2
h 
u;nx+1;ny ;nz   u;nx;ny ;nz
2
+
 
u;nx 1;ny;nz   u;nx;ny;nz
2
+
+
 
u;nx;ny+1;nz   u;nx;ny;nz
2
+
 
u;nx;ny 1;nz   u;nx;ny ;nz
2
+ (6.2)
+
 
u;nx;ny ;nz+1   u;nx;ny ;nz
2
+
 
u;nx;ny ;nz 1   u;nx;ny ;nz
2i
;
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a V Peff   clan koji obuhvata interakcije sa granicnim slojevima (povrsinski potencijal interakcije):
V Peff =
X

C
4
(
2 (1 + ")
h
3u2;0;0;0 + 3u
2
;0;Ny ;0 + 2u
2
;0;1;0 + 2u
2
;0;Ny 1;0 +
+ 2u2;0;0;1 + 2u
2
;0;0;Nz + 2u
2
;0;0;Nz 1 + u
2
;0;1;Nz 1 + u
2
;0;Ny 1;1 + 2u
2
;0;Ny ;1 +
+ u2;0;1;1 + u
2
;0;Ny 1;Nz 1 + u
2
;0;Ny ;Nz + 2u
2
;0;Ny ;Nz 1 + 2u
2
;1;0;0 + 2u
2
;1;Ny ;0 +
+ u2;1;Ny 1;0 + u
2
;1;1;0 + u
2
;1;0;1 + u
2
;1;0;Nz + u
2
;1;0;Nz 1 + u
2
;1;Ny;1 + u
2
;1;Ny;Nz +
+ u2;1;Ny ;Nz 1 + 2u
2
;Nx 1;0;0 + 2u
2
;Nx 1;Ny ;0 + u
2
;Nx 1;1;0 + u
2
;Nx 1;Ny 1;0 +
+ u2;Nx 1;0;1 + u
2
;Nx 1;0;Nz + u
2
;Nx 1;0;Nz 1 + u
2
;Nx 1;Ny ;1 + u
2
;Nx 1;Ny ;Nz +
+ u2;Nx 1;Ny ;Nz 1 + 3u
2
;Nx;0;0 + u
2
;Nx;1;1 + 3u
2
;Nx;Ny ;0 + 2u
2
;Nx;1;0 +
+ 2u2;Nx;Ny 1;0 + u
2
;Nx;Ny 1;1 + 2u
2
;Nx;0;1 + u
2
;Nx;0;Nz + 2u
2
;Nx;0;Nz 1 +
+ u2;Nx;1;Nz 1 + 2u
2
;Nx;Ny ;1 + u
2
;Nx;Ny 1;Nz 1 + 2u
2
;Nx;Ny ;Nz 1 + 2u
2
;Nx;Ny;Nz
i
+
+ 2 (1 + )
h
u2;0;0;Nz + 2u
2
;0;1;Nz + 2u
2
;0;Ny ;Nz + 2u
2
;0;Ny 1;Nz + u
2
;1;0;Nz+
+ u2;1;1;Nz + u
2
;1;Ny ;Nz + u
2
;1;Ny 1;Nz + u
2
;Nx 1;0;Nz + u
2
;Nx 1;1;Nz + u
2
;Nx 1;Ny;Nz +
+ u2;Nx 1;Ny 1;Nz + 2u
2
;Nx;0;Nz + 2u
2
;Nx;1;Nz + 2u
2
;Nx;Ny 1;Nz + u
2
;Nx;Ny ;Nz
i
+
+ 2
h
(u;1;0;0   u;0;0;0)2 + (u;1;0;1   u;0;0;1)2 +
+ (u;1;1;0   u;0;1;0)2 + (u;1;1;1   u;0;1;1)2 +
+
 
u;1;Ny ;0   u;0;Ny ;0
2
+
 
u;1;Ny ;1   u;0;Ny ;1
2
+
+
 
u;1;Ny 1;0   u;0;Ny 1;0
2
+
 
u;1;Ny 1;1   u;0;Ny 1;1
2
+
+ (u;1;0;Nz   u;0;0;Nz)2 + (u;1;0;Nz 1   u;0;0;Nz 1)2 +
+ (u;1;1;Nz   u;0;1;Nz)2 + (u;1;1;Nz 1   u;0;1;Nz 1)2 +
+
 
u;1;Ny ;Nz   u;0;Ny ;Nz
2
+
 
u;1;Ny;Nz 1   u;0;Ny ;Nz 1
2
+
+
 
u;1;Ny 1;Nz   u;0;Ny 1;Nz
2
+
 
u;1;Ny 1;Nz 1   u;0;Ny 1;Nz 1
2
+
+ (u;0;0;0   u;0;1;0)2 + (u;0;0;0   u;0;0;1)2 +
+ (u;0;0;1   u;0;1;1)2 + (u;0;1;0   u;0;1;1)2
i
+
+ (u;0;0;1   u;0;0;2)2 + (u;0;1;0   u;0;2;0)2 +
+ (u;0;1;1   u;0;2;1)2 + (u;0;1;1   u;0;1;2)2 +
+ 2
 
u;0;Ny ;0   u;0;Ny 1;0
2
+ 2
 
u;0;Ny;0   u;0;Ny;1
2
+
+ 2
 
u;0;Ny ;1   u;0;Ny 1;1
2
+ 2
 
u;0;Ny 1;0   u;0;Ny 1;1
2
+
+
 
u;0;Ny ;1   u;0;Ny ;2
2
+
 
u;0;Ny 1;0   u;0;Ny 2;0
2
+
+
 
u;0;Ny 1;1   u;0;Ny 2;1
2
+
 
u;0;Ny 1;1   u;0;Ny 1;2
2
+
+ 2 (u;0;0;Nz   u;0;1;Nz)2 + 2 (u;0;0;Nz   u;0;0;Nz 1)2 +
+ 2 (u;0;0;Nz 1   u;0;1;Nz 1)2 + 2 (u;0;1;Nz   u;0;1;Nz 1)2 +
+ (u;0;0;Nz 1   u;0;0;Nz 2)2 + (u;0;1;Nz   u;0;2;Nz)2 +
+ (u;0;1;Nz 1   u;0;2;Nz 1)2 + (u;0;1;Nz 1   u;0;1;Nz 2)2 +
+ 2
 
u;0;Ny ;Nz   u;0;Ny 1;Nz
2
+ 2
 
u;0;Ny ;Nz   u;0;Ny;Nz 1
2
+
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+ 2
 
u;0;Ny ;Nz 1   u;0;Ny 1;Nz 1
2
+ 2
 
u;0;Ny 1;Nz   u;0;Ny 1;Nz 1
2
+
+
 
u;0;Ny ;Nz 1   u;0;Ny ;Nz 2
2
+
 
u;0;Ny 1;Nz   u;0;Ny 2;Nz
2
+
+
 
u;0;Ny 1;Nz 1   u;0;Ny 2;Nz 1
2
+
 
u;0;Ny 1;Nz 1   u;0;Ny 1;Nz 2
2
+
+ (u;2;0;0   u;1;0;0)2 + (u;2;0;1   u;1;0;1)2 +
+ (u;2;1;0   u;1;1;0)2 + (u;2;1;1   u;1;1;1)2 +
+
 
u;2;Ny ;0   u;1;Ny ;0
2
+
 
u;2;Ny ;1   u;1;Ny ;1
2
+
+
 
u;2;Ny 1;0   u;1;Ny 1;0
2
+
 
u;2;Ny 1;1   u;1;Ny 1;1
2
+
+ (u;2;0;Nz   u;1;0;Nz)2 + (u;2;0;Nz 1   u;1;0;Nz 1)2 +
+ (u;2;1;Nz   u;1;1;Nz)2 + (u;2;1;Nz 1   u;1;1;Nz 1)2 +
+
 
u;2;Ny ;Nz   u;1;Ny ;Nz
2
+
 
u;2;Ny;Nz 1   u;1;Ny ;Nz 1
2
+
+
 
u;2;Ny 1;Nz   u;1;Ny 1;Nz
2
+
 
u;2;Ny 1;Nz 1   u;1;Ny 1;Nz 1
2
+
+ 2 (u;1;0;0   u;1;1;0)2 + 2 (u;1;0;0   u;1;0;1)2 +
+ 2 (u;1;0;1   u;1;1;1)2 + 2 (u;1;1;0   u;1;1;1)2 +
+ (u;1;0;1   u;1;0;2)2 + (u;1;1;0   u;1;2;0)2 +
+ (u;1;1;1   u;1;2;1)2 + (u;1;1;1   u;1;1;2)2 +
+ 2
 
u;1;Ny ;0   u;1;Ny 1;0
2
+ 2
 
u;1;Ny;0   u;1;Ny;1
2
+
+ 2
 
u;1;Ny ;1   u;1;Ny 1;1
2
+ 2
 
u;1;Ny 1;0   u;1;Ny 1;1
2
+
+
 
u;1;Ny ;1   u;1;Ny ;2
2
+
 
u;1;Ny 1;0   u;1;Ny 2;0
2
+
+
 
u;1;Ny 1;1   u;1;Ny 2;1
2
+
 
u;1;Ny 1;1   u;1;Ny 1;2
2
+
+ 2 (u;1;0;Nz   u;1;1;Nz)2 + 2 (u;1;0;Nz   u;1;0;Nz 1)2 +
+ 2 (u;1;0;Nz 1   u;1;1;Nz 1)2 + 2 (u;1;1;Nz   u;1;1;Nz 1)2 +
+ (u;1;0;Nz 1   u;1;0;Nz 2)2 + (u;1;1;Nz   u;1;2;Nz)2 +
+ (u;1;1;Nz 1   u;1;2;Nz 1)2 + (u;1;1;Nz 1   u;1;1;Nz 2)2 +
+ 2
 
u;1;Ny ;Nz   u;1;Ny 1;Nz
2
+ 2
 
u;1;Ny ;Nz   u;1;Ny;Nz 1
2
+
+ 2
 
u;1;Ny ;Nz 1   u;1;Ny 1;Nz 1
2
+ 2
 
u;1;Ny 1;Nz   u;1;Ny 1;Nz 1
2
+
+
 
u;1;Ny ;Nz 1   u;1;Ny ;Nz 2
2
+
 
u;1;Ny 1;Nz   u;1;Ny 2;Nz
2
+
+
 
u;1;Ny 1;Nz 1   u;1;Ny 2;Nz 1
2
+
 
u;1;Ny 1;Nz 1   u;1;Ny 1;Nz 2
2
+
+ 2
h
(u;Nx 1;0;0   u;Nx;0;0)2 + (u;Nx 1;0;1   u;Nx;0;1)2+
+ (u;Nx 1;1;0   u;Nx;1;0)2 + (u;Nx 1;1;1   u;Nx;1;1)2 +
+
 
u;Nx 1;Ny;0   u;Nx;Ny ;0
2
+
 
u;Nx 1;Ny ;1   u;Nx;Ny ;1
2
+
+
 
u;Nx 1;Ny 1;0   u;Nx;Ny 1;0
2
+
 
u;Nx 1;Ny 1;1   u;Nx;Ny 1;1
2
+
+ (u;Nx 1;0;Nz   u;Nx;0;Nz)2 + (u;Nx 1;0;Nz 1   u;Nx;0;Nz 1)2 +
+ (u;Nx 1;1;Nz   u;Nx;1;Nz)2 + (u;Nx 1;1;Nz 1   u;Nx;1;Nz 1)2 +
+
 
u;Nx 1;Ny;Nz   u;Nx;Ny;Nz
2
+
 
u;Nx 1;Ny ;Nz 1   u;Nx;Ny ;Nz 1
2
+
+
 
u;Nx 1;Ny 1;Nz   u;Nx;Ny 1;Nz
2
+
 
u;Nx 1;Ny 1;Nz 1   u;Nx;Ny 1;Nz 1
2
+
+ (u;Nx;0;0   u;Nx;1;0)2 + (u;Nx;0;0   u;Nx;0;1)2 +
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+ (u;Nx;0;1   u;Nx;1;1)2 + (u;Nx;1;0   u;Nx;1;1)2
i
+
+ (u;Nx 2;0;0   u;Nx 1;0;0)2 + (u;Nx 2;0;1   u;Nx 1;0;1)2 +
+ (u;Nx 2;1;0   u;Nx 1;1;0)2 + (u;Nx 2;1;1   u;Nx 1;1;1)2 +
+
 
u;Nx 2;Ny ;0   u;Nx 1;Ny;0
2
+
 
u;Nx 2;Ny ;1   u;Nx 1;Ny ;1
2
+
+
 
u;Nx 2;Ny 1;0   u;Nx 1;Ny 1;0
2
+
 
u;Nx 2;Ny 1;1   u;Nx 1;Ny 1;1
2
+
+ (u;Nx 2;0;Nz   u;Nx 1;0;Nz)2 + (u;Nx 2;0;Nz 1   u;Nx 1;0;Nz 1)2 +
+ (u;Nx 2;1;Nz   u;Nx 1;1;Nz)2 + (u;Nx 2;1;Nz 1   u;Nx 1;1;Nz 1)2 +
+
 
u;Nx 2;Ny ;Nz   u;Nx 1;Ny ;Nz
2
+
 
u;Nx 2;Ny ;Nz 1   u;Nx 1;Ny ;Nz 1
2
+
+
 
u;Nx 2;Ny 1;Nz   u;Nx 1;Ny 1;Nz
2
+
 
u;Nx 2;Ny 1;Nz 1   u;Nx 1;Ny 1;Nz 1
2
+
+ 2 (u;Nx 1;0;0   u;Nx 1;1;0)2 + 2 (u;Nx 1;0;0   u;Nx 1;0;1)2 +
+ 2 (u;Nx 1;0;1   u;Nx 1;1;1)2 + 2 (u;Nx 1;1;0   u;Nx 1;1;1)2 +
+ (u;Nx 1;0;1   u;Nx 1;0;2)2 + (u;Nx 1;1;0   u;Nx 1;2;0)2 +
+ (u;Nx 1;1;1   u;Nx 1;2;1)2 + (u;Nx 1;1;1   u;Nx 1;1;2)2 +
+ 2
 
u;Nx 1;Ny ;0   u;Nx 1;Ny 1;0
2
+ 2
 
u;Nx 1;Ny ;0   u;Nx 1;Ny;1
2
+
+ 2
 
u;Nx 1;Ny ;1   u;Nx 1;Ny 1;1
2
+ 2
 
u;Nx 1;Ny 1;0   u;Nx 1;Ny 1;1
2
+
+
 
u;Nx 1;Ny;1   u;Nx 1;Ny ;2
2
+
 
u;Nx 1;Ny 1;0   u;Nx 1;Ny 2;0
2
+
+
 
u;Nx 1;Ny 1;1   u;Nx 1;Ny 2;1
2
+
 
u;Nx 1;Ny 1;1   u;Nx 1;Ny 1;2
2
+
+ 2 (u;Nx 1;0;Nz   u;Nx 1;1;Nz)2 + 2 (u;Nx 1;0;Nz   u;Nx 1;0;Nz 1)2 +
+ 2 (u;Nx 1;0;Nz 1   u;Nx 1;1;Nz 1)2 + 2 (u;Nx 1;1;Nz   u;Nx 1;1;Nz 1)2 +
+ (u;Nx 1;0;Nz 1   u;Nx 1;0;Nz 2)2 + (u;Nx 1;1;Nz   u;Nx 1;2;Nz)2 +
+ (u;Nx 1;1;Nz 1   u;Nx 1;2;Nz 1)2 + (u;Nx 1;1;Nz 1   u;Nx 1;1;Nz 2)2 +
+ 2
 
u;Nx 1;Ny ;Nz   u;Nx 1;Ny 1;Nz
2
+ 2
 
u;Nx 1;Ny;Nz   u;Nx 1;Ny ;Nz 1
2
+ (6.3)
+ 2
 
u;Nx 1;Ny ;Nz 1   u;Nx 1;Ny 1;Nz 1
2
+ 2
 
u;Nx 1;Ny 1;Nz   u;Nx 1;Ny 1;Nz 1
2
+
+
 
u;Nx 1;Ny;Nz 1   u;Nx 1;Ny ;Nz 2
2
+
 
u;Nx 1;Ny 1;Nz   u;Nx 1;Ny 2;Nz
2
+
+
 
u;Nx 1;Ny 1;Nz 1   u;Nx 1;Ny 2;Nz 1
2
+
 
u;Nx 1;Ny 1;Nz 1   u;Nx 1;Ny 1;Nz 2
2
+
+ (u;Nx;0;1   u;Nx;0;2)2 + (u;Nx;1;0   u;Nx;2;0)2 +
+ (u;Nx;1;1   u;Nx;2;1)2 + (u;Nx;1;1   u;Nx;1;2)2 +
+ 2
 
u;Nx;Ny ;0   u;Nx;Ny 1;0
2
+ 2
 
u;Nx;Ny ;0   u;Nx;Ny ;1
2
+
+ 2
 
u;Nx;Ny ;1   u;Nx;Ny 1;1
2
+ 2
 
u;Nx;Ny 1;0   u;Nx;Ny 1;1
2
+
+
 
u;Nx;Ny;1   u;Nx;Ny ;2
2
+
 
u;Nx;Ny 1;0   u;Nx;Ny 2;0
2
+
+
 
u;Nx;Ny 1;1   u;Nx;Ny 2;1
2
+
 
u;Nx;Ny 1;1   u;Nx;Ny 1;2
2
+
+ 2 (u;Nx;0;Nz   u;Nx;1;Nz)2 + 2 (u;Nx;0;Nz   u;Nx;0;Nz 1)2 +
+ 2 (u;Nx;0;Nz 1   u;Nx;1;Nz 1)2 + 2 (u;Nx;1;Nz   u;Nx;1;Nz 1)2 +
+ (u;Nx;0;Nz 1   u;Nx;0;Nz 2)2 + (u;Nx;1;Nz   u;Nx;2;Nz)2 +
+ (u;Nx;1;Nz 1   u;Nx;2;Nz 1)2 + (u;Nx;1;Nz 1   u;Nx;1;Nz 2)2 +
+ 2
 
u;Nx;Ny ;Nz   u;Nx;Ny 1;Nz
2
+ 2
 
u;Nx;Ny;Nz   u;Nx;Ny;Nz 1
2
+
+ 2
 
u;Nx;Ny ;Nz 1   u;Nx;Ny 1;Nz 1
2
+ 2
 
u;Nx;Ny 1;Nz   u;Nx;Ny 1;Nz 1
2
+
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+
 
u;Nx;Ny;Nz 1   u;Nx;Ny ;Nz 2
2
+
 
u;Nx;Ny 1;Nz   u;Nx;Ny 2;Nz
2
+
+
 
u;Nx;Ny 1;Nz 1   u;Nx;Ny 2;Nz 1
2
+
 
u;Nx;Ny 1;Nz 1   u;Nx;Ny 1;Nz 2
2
+
+
Nx 2X
nx=2

2 (1 + ")

2u2;nx;0;0 + u
2
;nx;0;1 + u
2
;nx;0;Nz 1 + u
2
;nx;0;Nz + u
2
;nx;1;0+
+ u2;nx;Ny 1;0 + 2u
2
;nx;Ny;0 + u
2
;nx;Ny ;1 + u
2
;nx;Ny ;Nz 1 + u
2
;nx;Ny ;Nz
i
+
+ 2 (1 + )
h
u2;nx;0;Nz + u
2
;nx;1;Nz + u
2
;nx;Ny 1;Nz + u
2
;nx;Ny ;Nz
i
+
+ (u;nx+1;0;0   u;nx;0;0)2 + (u;nx 1;0;0   u;nx;0;0)2 +
+ 2 (u;nx;1;0   u;nx;0;0)2 + 2 (u;nx;0;1   u;nx;0;0)2 +
+ (u;nx+1;0;1   u;nx;0;1)2 + (u;nx 1;0;1   u;nx;0;1)2 +
+ 2 (u;nx;1;1   u;nx;0;1)2 + (u;nx;0;2   u;nx;0;1)2 +
+ (u;nx+1;0;Nz 1   u;nx;0;Nz 1)2 + (u;nx 1;0;Nz 1   u;nx;0;Nz 1)2 +
+ 2 (u;nx;1;Nz 1   u;nx;0;Nz 1)2 + 2 (u;nx;0;Nz   u;nx;0;Nz 1)2 +
+ (u;nx;0;Nz 2   u;nx;0;Nz 1)2 + (u;nx+1;0;Nz   u;nx;0;Nz)2 +
+ (u;nx 1;0;Nz   u;nx;0;Nz)2 + 2 (u;nx;1;Nz   u;nx;0;Nz)2 +
+ (u;nx+1;1;0   u;nx;1;0)2 + (u;nx 1;1;0   u;nx;1;0)2 +
+ (u;nx;2;0   u;nx;1;0)2 + 2 (u;nx;1;1   u;nx;1;0)2 +
+ (u;nx+1;1;1   u;nx;1;1)2 + (u;nx 1;1;1   u;nx;1;1)2 +
+ (u;nx;2;1   u;nx;1;1)2 + (u;nx;1;2   u;nx;1;1)2 +
+ (u;nx+1;1;Nz 1   u;nx;1;Nz 1)2 + (u;nx 1;1;Nz 1   u;nx;1;Nz 1)2 +
+ (u;nx;2;Nz 1   u;nx;1;Nz 1)2 + 2 (u;nx;1;Nz   u;nx;1;Nz 1)2 +
+ (u;nx;1;Nz 2   u;nx;1;Nz 1)2 + (u;nx+1;1;Nz   u;nx;1;Nz)2 +
+ (u;nx 1;1;Nz   u;nx;1;Nz)2 + (u;nx;2;Nz   u;nx;1;Nz)2 +
+
 
u;nx+1;Ny 1;0   u;nx;Ny 1;0
2
+
 
u;nx 1;Ny 1;0   u;nx;Ny 1;0
2
+
+ 2
 
u;nx;Ny ;0   u;nx;Ny 1;0
2
+
 
u;nx;Ny 2;0   u;nx;Ny 1;0
2
+
+ 2
 
u;nx;Ny 1;1   u;nx;Ny 1;0
2
+
 
u;nx+1;Ny 1;1   u;nx;Ny 1;1
2
+
+
 
u;nx 1;Ny 1;1   u;nx;Ny 1;1
2
+ 2
 
u;nx;Ny;1   u;nx;Ny 1;1
2
+
+
 
u;nx;Ny 2;1   u;nx;Ny 1;1
2
+
 
u;nx;Ny 1;2   u;nx;Ny 1;1
2
+
+
 
u;nx+1;Ny 1;Nz 1   u;nx;Ny 1;Nz 1
2
+
 
u;nx 1;Ny 1;Nz 1   u;nx;Ny 1;Nz 1
2
+
+ 2
 
u;nx;Ny ;Nz 1   u;nx;Ny 1;Nz 1
2
+ 2
 
u;nx;Ny 1;Nz   u;nx;Ny 1;Nz 1
2
+
+
 
u;nx;Ny 2;Nz 1   u;nx;Ny 1;Nz 1
2
+
 
u;nx;Ny 1;Nz 2   u;nx;Ny 1;Nz 1
2
+
+
 
u;nx+1;Ny 1;Nz   u;nx;Ny 1;Nz
2
+
 
u;nx 1;Ny 1;Nz   u;nx;Ny 1;Nz
2
+
+ 2
 
u;nx;Ny ;Nz   u;nx;Ny 1;Nz
2
+
 
u;nx;Ny 2;Nz   u;nx;Ny 1;Nz
2
+
+
 
u;nx+1;Ny ;0   u;nx;Ny;0
2
+
 
u;nx 1;Ny ;0   u;nx;Ny;0
2
+
+
 
u;nx+1;Ny ;1   u;nx;Ny;1
2
+
 
u;nx 1;Ny ;1   u;nx;Ny;1
2
+
+ 2
 
u;nx;Ny ;1   u;nx;Ny;0
2
+
 
u;nx;Ny ;2   u;nx;Ny;1
2
+
+
 
u;nx+1;Ny ;Nz 1   u;nx;Ny ;Nz 1
2
+
 
u;nx 1;Ny ;Nz 1   u;nx;Ny ;Nz 1
2
+
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+ 2
 
u;nx;Ny;Nz   u;nx;Ny ;Nz 1
2
+
 
u;nx;Ny ;Nz 2   u;nx;Ny ;Nz 1
2
+
+
 
u;nx+1;Ny ;Nz   u;nx;Ny;Nz
2
+
 
u;nx 1;Ny;Nz   u;nx;Ny ;Nz
2o
+
+
Ny 2X
ny=2
n
2 (1 + ")
h
2u2;0;ny ;0 + u
2
;0;ny;1 + u
2
;0;ny ;Nz 1 + u
2
;1;ny ;0+
+ u2;Nx 1;ny ;0 + 2u
2
;Nx;ny;0 + u
2
;Nx;ny ;1 + u
2
;Nx;ny ;Nz 1
i
+
+ 2 (1 + )
h
2u2;0;ny ;Nz + u
2
;1;ny ;Nz + u
2
;Nx 1;ny;Nz + 2u
2
;Nx;ny;Nz
i
+
+ 2
h 
u;0;ny ;0   u;0;ny;1
2
+
 
u;1;ny ;0   u;0;ny ;0
2
+
 
u;1;ny;1   u;0;ny ;1
2
+
+
 
u;1;ny ;Nz   u;0;ny ;Nz
2
+
 
u;1;ny ;Nz 1   u;0;ny ;Nz 1
2
+
 
u;1;ny;0   u;1;ny ;1
2i
+
+
 
u;0;ny+1;0   u;0;ny ;0
2
+
 
u;0;ny 1;0   u;0;ny ;0
2
+
 
u;0;ny+1;1   u;0;ny ;1
2
+
+
 
u;0;ny 1;1   u;0;ny ;1
2
+
 
u;0;ny ;1   u;0;ny;2
2
+
 
u;0;ny;Nz   u;0;ny;Nz 1
2
+
+
 
u;0;ny+1;Nz   u;0;ny;Nz
2
+
 
u;0;ny 1;Nz   u;0;ny ;Nz
2
+
+
 
u;0;ny;Nz 1   u;0;ny;Nz 2
2
+
 
u;0;ny ;Nz   u;0;ny ;Nz 1
2
+
+
 
u;0;ny+1;Nz 1   u;0;ny ;Nz 1
2
+
 
u;0;ny 1;Nz 1   u;0;ny ;Nz 1
2
+
+
 
u;2;ny;0   u;1;ny ;0
2
+
 
u;1;ny+1;0   u;1;ny;0
2
+
 
u;1;ny 1;0   u;1;ny ;0
2
+
+
 
u;2;ny;1   u;1;ny ;1
2
+
 
u;1;ny+1;1   u;1;ny;1
2
+
 
u;1;ny 1;1   u;1;ny ;1
2
+
+
 
u;1;ny;1   u;1;ny ;2
2
+
 
u;1;ny ;Nz   u;1;ny ;Nz 1
2
+
 
u;2;ny ;Nz   u;1;ny ;Nz
2
+
+
 
u;1;ny+1;Nz   u;1;ny;Nz
2
+
 
u;1;ny 1;Nz   u;1;ny ;Nz
2
+
 
u;1;ny ;Nz 1   u;1;ny ;Nz 2
2
+
+
 
u;1;ny;Nz   u;1;ny;Nz 1
2
+
 
u;2;ny ;Nz 1   u;1;ny ;Nz 1
2
+
+
 
u;1;ny+1;Nz 1   u;1;ny;Nz 1
2
+
 
u;1;ny 1;Nz 1   u;1;ny ;Nz 1
2
+
+ 2
h 
u;Nx 1;ny;0   u;Nx 1;ny ;1
2
+
 
u;Nx;ny;0   u;Nx 1;ny ;0
2
+
+
 
u;Nx;ny ;1   u;Nx 1;ny;1
2
+
 
u;Nx;ny ;Nz   u;Nx 1;ny ;Nz
2
+
+
 
u;Nx;ny ;Nz 1   u;Nx 1;ny;Nz 1
2
+
 
u;Nx;ny;0   u;Nx;ny ;1
2i
+
+
 
u;Nx 2;ny ;0   u;Nx 1;ny ;0
2
+
 
u;Nx 1;ny+1;0   u;Nx 1;ny ;0
2
+
+
 
u;Nx 1;ny 1;0   u;Nx 1;ny ;0
2
+
 
u;Nx 2;ny;1   u;Nx 1;ny ;1
2
+
+
 
u;Nx 1;ny+1;1   u;Nx 1;ny ;1
2
+
 
u;Nx 1;ny 1;1   u;Nx 1;ny ;1
2
+
+
 
u;Nx 1;ny ;1   u;Nx 1;ny ;2
2
+
 
u;Nx 1;ny ;Nz   u;Nx 1;ny ;Nz 1
2
+
 
u;Nx 2;ny ;Nz   u;Nx 1;ny ;Nz
2
+
 
u;Nx 1;ny+1;Nz   u;Nx 1;ny ;Nz
2
+
+
 
u;Nx 1;ny 1;Nz   u;Nx 1;ny ;Nz
2
+
 
u;Nx 1;ny ;Nz 1   u;Nx 1;ny ;Nz 2
2
+
+
 
u;Nx 1;ny ;Nz   u;Nx 1;ny ;Nz 1
2
+
 
u;Nx 2;ny ;Nz 1   u;Nx 1;ny ;Nz 1
2
+
+
 
u;Nx 1;ny+1;Nz 1   u;Nx 1;ny ;Nz 1
2
+
 
u;Nx 1;ny 1;Nz 1   u;Nx 1;ny ;Nz 1
2
+
+
 
u;Nx;ny+1;0   u;Nx;ny;0
2
+
 
u;Nx;ny 1;0   u;Nx;ny;0
2
+
+
 
u;Nx;ny+1;1   u;Nx;ny;1
2
+
 
u;Nx;ny 1;1   u;Nx;ny;1
2
+
+
 
u;Nx;ny ;1   u;Nx;ny;2
2
+
 
u;Nx;ny ;Nz   u;Nx;ny ;Nz 1
2
+
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+
 
u;Nx;ny+1;Nz   u;Nx;ny ;Nz
2
+
 
u;Nx;ny 1;Nz   u;Nx;ny ;Nz
2
+
+
 
u;Nx;ny ;Nz 1   u;Nx;ny ;Nz 2
2
+
 
u;Nx;ny ;Nz   u;Nx;ny ;Nz 1
2
+
+
 
u;Nx;ny+1;Nz 1   u;Nx;ny ;Nz 1
2
+
 
u;Nx;ny 1;Nz 1   u;Nx;ny;Nz 1
2o
+
+
Nz 2X
nz=2
n
2 (1 + ")
h
2u2;0;0;nz + u
2
;0;1;nz + u
2
;0;Ny 1;nz + 2u
2
;0;Ny ;nz + u
2
;1;0;nz + u
2
;1;Ny ;nz+
+ u2;Nx 1;0;nz + u
2
;Nx 1;Ny;nz + 2u
2
;Nx;0;nz + u
2
;Nx;1;nz + u
2
;Nx;Ny 1;nz + 2u
2
;Nx;Ny ;nz
i
+ 2
h
(u;0;0;nz   u;0;1;nz)2 + (u;1;0;nz   u;0;0;nz)2 + (u;1;1;nz   u;0;1;nz)2+
+
 
u;1;Ny;nz   u;0;Ny;nz
2
+
 
u;1;Ny 1;nz   u;0;Ny 1;nz
2
+ (u;1;0;nz   u;1;1;nz)2
i
+ (u;0;0;nz+1   u;0;0;nz)2 + (u;0;0;nz 1   u;0;0;nz)2 +
+ (u;0;1;nz+1   u;0;1;nz)2 + (u;0;1;nz 1   u;0;1;nz)2 +
+ (u;0;1;nz   u;0;2;nz)2 +
 
u;0;Ny ;nz   u;0;Ny 1;nz
2
+
+
 
u;0;Ny ;nz+1   u;0;Ny ;nz
2
+
 
u;0;Ny ;nz 1   u;0;Ny ;nz
2
+
+
 
u;0;Ny 1;nz   u;0;Ny 2;nz
2
+
 
u;0;Ny ;nz   u;0;Ny 1;nz
2
+
+
 
u;0;Ny 1;nz+1   u;0;Ny 1;nz
2
+
 
u;0;Ny 1;nz 1   u;0;Ny 1;nz
2
+
+ (u;2;0;nz   u;1;0;nz)2 + (u;1;0;nz+1   u;1;0;nz)2 +
+ (u;1;0;nz 1   u;1;0;nz)2 + (u;2;1;nz   u;1;1;nz)2 +
+ (u;1;1;nz+1   u;1;1;nz)2 + (u;1;1;nz 1   u;1;1;nz)2 +
+ (u;1;1;nz   u;1;2;nz)2 +
 
u;1;Ny ;nz   u;1;Ny 1;nz
2
+
+
 
u;2;Ny ;nz   u;1;Ny ;nz
2
+
 
u;1;Ny ;nz+1   u;1;Ny ;nz
2
+
+
 
u;1;Ny ;nz 1   u;1;Ny ;nz
2
+
 
u;1;Ny 1;nz   u;1;Ny 2;nz
2
+
+
 
u;1;Ny ;nz   u;1;Ny 1;nz
2
+
 
u;2;Ny 1;nz   u;1;Ny 1;nz
2
+
+
 
u;1;Ny 1;nz+1   u;1;Ny 1;nz
2
+
 
u;1;Ny 1;nz 1   u;1;Ny 1;nz
2
+
+ 2
h
(u;Nx 1;0;nz   u;Nx 1;1;nz)2 + (u;Nx;0;nz   u;Nx 1;0;nz)2+
+ (u;Nx;1;nz   u;Nx 1;1;nz)2 +
 
u;Nx;Ny ;nz   u;Nx 1;Ny;nz
2
+
+
 
u;Nx;Ny 1;nz   u;Nx 1;Ny 1;nz
2
+ (u;Nx;0;nz   u;Nx;1;nz)2
i
+
+ (u;Nx 2;0;nz   u;Nx 1;0;nz)2 + (u;Nx 1;0;nz+1   u;Nx 1;0;nz)2 +
+ (u;Nx 1;0;nz 1   u;Nx 1;0;nz)2 + (u;Nx 2;1;nz   u;Nx 1;1;nz)2 +
+ (u;Nx 1;1;nz+1   u;Nx 1;1;nz)2 + (u;Nx 1;1;nz 1   u;Nx 1;1;nz)2 +
+ (u;Nx 1;1;nz   u;Nx 1;2;nz)2 +
 
u;Nx 1;Ny ;nz   u;Nx 1;Ny 1;nz
2
+
+
 
u;Nx 2;Ny ;nz   u;Nx 1;Ny;nz
2
+
 
u;Nx 1;Ny;nz+1   u;Nx 1;Ny ;nz
2
+
+
 
u;Nx 1;Ny ;nz 1   u;Nx 1;Ny;nz
2
+
 
u;Nx 1;Ny 1;nz   u;Nx 1;Ny 2;nz
2
+
+
 
u;Nx 1;Ny ;nz   u;Nx 1;Ny 1;nz
2
+
 
u;Nx 2;Ny 1;nz   u;Nx 1;Ny 1;nz
2
+
+
 
u;Nx 1;Ny 1;nz+1   u;Nx 1;Ny 1;nz
2
+
 
u;Nx 1;Ny 1;nz 1   u;Nx 1;Ny 1;nz
2
+
+ (u;Nx;0;nz+1   u;Nx;0;nz)2 + (u;Nx;0;nz 1   u;Nx;0;nz)2 +
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+ (u;Nx;1;nz+1   u;Nx;1;nz)2 + (u;Nx;1;nz 1   u;Nx;1;nz)2 +
+ (u;Nx;1;nz   u;Nx;2;nz)2 +
 
u;Nx;Ny ;nz   u;Nx;Ny 1;nz
2
+
+
 
u;Nx;Ny;nz+1   u;Nx;Ny;nz
2
+
 
u;Nx;Ny ;nz 1   u;Nx;Ny ;nz
2
+
+
 
u;Nx;Ny 1;nz   u;Nx;Ny 2;nz
2
+
 
u;Nx;Ny ;nz   u;Nx;Ny 1;nz
2
+
+
 
u;Nx;Ny 1;nz+1   u;Nx;Ny 1;nz
2
+
 
u;Nx;Ny 1;nz 1   u;Nx;Ny 1;nz
2o)
6.2 Jednacine kretanja
Zakon disperzije fonona i u ovom slucaju nalazimo metodom Grinovih funkcija, trazeci Gri-
novu funkciju istog oblika kao i (2.12) pomocu jednacine kretanja (2.13). Kao i u slucaju lm-
struktura, superresetki i kvantnih zica, i ovde se moraju izracunati odgovarajuci komutatori,
odnosno odrediti Grinove funkcije posebno za atome granicnih slojeva, a posebno za atome iz
unutrasnjosti kvantne tacke:
1. mz = 0
 my = 0
 mx = 0
[p;0;0;0; H] =   i~ C [(6 + 3 ") u;0;0;0   u;1;0;0 
  u;0;1;0   u;0;0;1] ;
 1  mx  Nx   1
[p;mx;0;0; H] =   i~ C [(6 + 2 ") u;mx;0;0   u;mx+1;0;0 
  u;mx 1;0;0   u;mx;1;0   u;mx;0;1] ;
 mx = Nx
[p;Nx;0;0; H] =   i~ C [(6 + 3 ") u;Nx;0;0   u;Nx 1;0;0 
  u;Nx;1;0   u;Nx;0;1] ;
 1  my  Ny   1
 mx = 0 
p;0;my ;0; H

=   i~ C

(6 + 2 ") u;0;my ;0   u;1;my ;0 
  u;0;my+1;0   u;0;my 1;0   u;0;my;1

;
 1  mx  Nx   1
p;mx;my ;0; H

=   i~ C

(6 + ") u;mx;my ;0   u;mx;my;1 
  u;mx+1;my ;0   u;mx 1;my;0  
  u;mx;my+1;0   u;mx;my 1;0

;
 mx = Nx
p;Nx;my ;0; H

=   i~ C

(6 + 2 ") u;Nx;my ;0   u;Nx;my+1;0 
  u;Nx;my 1;0   u;Nx 1;my ;0   u;Nx;my ;1

;
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 my = Ny
 mx = 0 
p;0;Ny ;0; H

=   i~ C

(6 + 3 ") u;0;Ny ;0   u;1;Ny ;0 
  u;0;Ny 1;0   u;0;Ny ;1

;
 1  mx  Nx   1
p;mx;Ny ;0; H

=   i~ C

(6 + 2 ") u;mx;Ny ;0   u;mx+1;Ny ;0 
  u;mx 1;Ny ;0   u;mx;Ny 1;0   u;mx;Ny ;1

;
 mx = Nx
p;Nx;Ny ;0; H

=   i~ C

(6 + 3 ") u;Nx;Ny;0   u;Nx 1;Ny;0 
  u;Nx;Ny 1;0   u;Nx;Ny ;1

;
2. 1  mz  Nz   1
 my = 0
 mx = 0
[p;0;0;mz ; H] =   i~ C [(6 + 2 ") u;0;0;mz   u;0;0;mz+1 
  u;0;0;mz 1   u;1;0;mz   u;0;1;mz ] ;
 1  mx  Nx   1
[p;mx;0;mz ; H] =   i~ C [(6 + ") u;mx;0;mz   u;mx;1;mz  
  u;mx+1;0;mz   u;mx 1;0;mz  
  u;mx;0;mz+1   u;mx;0;mz 1] ;
 mx = Nx
[p;Nx;0;mz ; H] =   i~ C [(6 + 2 ") u;Nx;0;mz   u;Nx;0;mz+1 
  u;Nx;0;mz 1   u;Nx 1;0;mz   u;Nx;1;mz ] ;
 1  my  Ny   1
 mx = 0 
p;0;my;mz ; H

=   i~ C

(6 + ")u;0;my ;mz   u;1;my ;mz  
  u;0;my+1;mz   u;0;my 1;mz  
  u;0;my;mz+1   u;0;my ;mz 1

;
 1  mx  Nx   1
p;mx;my ;mz ; H

=   i~ C
 
6 u;mx;my ;mz 
  u;mx+1;my ;mz   u;mx 1;my ;mz  
  u;mx;my+1;mz   u;mx;my 1;mz  
  u;mx;my;mz+1   u;mx;my;mz 1

;
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 mx = Nx
p;Nx;my;mz ; H

=   i~ C

(6 + ")u;Nx;my ;mz   u;Nx 1;my ;mz  
  u;Nx;my+1;mz   u;Nx;my 1;mz  
  u;Nx;my ;mz+1   u;Nx;my ;mz 1

;
 my = Ny
 mx = 0
p;0;Ny ;mz ; H

=   i~ C

(6 + 2 ") u;0;Ny ;mz   u;0;Ny;mz+1 
  u;0;Ny ;mz 1   u;1;Ny ;mz   u;0;Ny 1;mz

;
 1  mx  Nx   1
p;mx;Ny ;mz ; H

=   i~ C

(6 + ") u;mx;Ny ;mz   u;mx;Ny 1;mz  
  u;mx+1;Ny ;mz   u;mx 1;Ny ;mz  
  u;mx;Ny ;mz+1   u;mx;Ny ;mz 1

;
 mx = Nx
p;Nx;Ny ;mz ; H

=   i~ C

(6 + 2 ") u;Nx;Ny;mz   u;Nx;Ny;mz+1 
  u;Nx;Ny;mz 1   u;Nx 1;Ny ;mz   u;Nx;Ny 1;mz

;
3. mz = Nz
 my = 0
 mx = 0
[p;0;0;Nz ; H] =   i~ C [(6 + 2 "+ ) u;0;0;Nz   u;1;0;Nz 
  u;0;1;Nz   u;0;0;Nz 1] ;
 1  mx  Nx   1
[p;mx;0;Nz ; H] =   i~ C [(6 + "+ ) u;mx;0;Nz   u;mx+1;0;Nz 
  u;mx 1;0;Nz   u;mx;0;Nz 1   u;mx;1;Nz ] ;
 mx = Nx
[p;Nx;0;Nz ; H] =   i~ C [(6 + 2 "+ ) u;Nx;0;Nz   u;Nx 1;0;Nz 
  u;Nx;1;Nz   u;Nx;0;Nz 1] ;
 1  my  Ny   1
 mx = 0
p;0;my;Nz ; H

=   i~ C

(6 + "+ ) u;0;my ;Nz   u;0;my+1;Nz 
  u;0;my 1;Nz   u;1;my ;Nz   u;0;my ;Nz 1

;
 1  mx  Nx   1
p;mx;my ;Nz ; H

=   i~ C

(6 + ) u;mx;my ;Nz   u;mx;my ;Nz 1 
  u;mx+1;my ;Nz   u;mx 1;my;Nz  
  u;mx;my+1;Nz   u;mx;my 1;Nz

;
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 mx = Nx
p;Nx;my ;Nz ; H

=   i~ C

(6 + "+ ) u;Nx;my ;Nz   u;Nx;my+1;Nz 
  u;Nx;my 1;Nz   u;Nx 1;my ;Nz   u;Nx;my ;Nz 1

;
 my = Ny
 mx = 0
p;0;Ny ;Nz ; H

=   i~ C

(6 + 2 "+ ) u;0;Ny ;Nz   u;1;Ny;Nz 
  u;0;Ny 1;Nz   u;0;Ny ;Nz 1

;
 1  mx  Nx   1
p;mx;Ny ;Nz ; H

=   i~ C

(6 + "+ ) u;mx;Ny ;Nz   u;mx+1;Ny ;Nz 
  u;mx 1;Ny;Nz   u;mx;Ny 1;Nz   u;mx;Ny ;Nz 1

;
 mx = Nx
p;Nx;Ny;Nz ; H

=   i~ C

(6 + 2 "+ ) u;Nx;Ny ;Nz   u;Nx 1;Ny ;Nz 
  u;Nx;Ny 1;Nz   u;Nx;Ny;Nz 1

:
Preimenovanjem   !  ; m  ! n i zamenom nadenih komutatora u jednacinu kretanja
 M!2G ~n;~m(!) =  
i~
2
~n;~m +
1
i~
hhp;~n; H j u;~mii! (6.4)
za Grinove funkcije
G ~n;~m  G nx;ny ;nz ;mx;my ;mz = hhu;nx;ny ;nz j u;mx;my ;mzii ;
dobija se sledeci sistem diferencnih jednacina:
1. nz = 0
 ny = 0
 nx = 0 "
!


2
  (6 + 3 ")
#
G0;0;0 +G1;0;0 +G0;1;0 +G0;0;1 = K0;0;0 ;
 1  nx  Nx   1"
!


2
  (6 + 2 ")
#
Gnx;0;0 + Gnx+1;0;0 +Gnx 1;0;0 +G0;1;0 +
+ G0;0;1 = Knx;0;0 ;
 nx = Nx"
!


2
  (6 + 3 ")
#
GNx;0;0 +GNx 1;0;0 +GNx;1;0 +GNx;0;1 = KNx;0;0 ;
 1  ny  Ny   1
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 nx = 0"
!


2
  (6 + 2 ")
#
G0;ny ;0 + G0;ny+1;0 +G0;ny 1;0 +G1;ny;0 +
+ G0;ny ;1 = K0;ny;0 ;
 1  nx  Nx   1"
!


2
  (6 + ")
#
Gnx;ny;0 + Gnx+1;ny;0 +Gnx 1;ny;0 +Gnx;ny+1;0 +
+ Gnx;ny 1;0 +Gnx;ny;1 = Knx;ny ;0 ;
 nx = Nx"
!


2
  (6 + 2 ")
#
GNx;ny ;0 + GNx;ny+1;0 +GNx;ny 1;0 +GNx 1;ny ;0 +
+ GNx;ny ;1 = KNx;ny ;0 ;
 ny = Ny
 nx = 0"
!


2
  (6 + 3 ")
#
G0;Ny ;0 +G1;Ny ;0 +G0;Ny 1;0 +G0;Ny;1 = K0;Ny ;0 ;
 1  nx  Nx   1"
!


2
  (6 + 2 ")
#
Gnx;Ny ;0 + Gnx+1;Ny ;0 +Gnx 1;Ny;0 +Gnx;Ny 1;0 +
+ Gnx;Ny ;1 = Knx;Ny ;0 ;
 nx = Nx "
!


2
  (6 + 3 ")
#
GNx;Ny;0 + GNx 1;Ny ;0 +GNx;Ny 1;0 +
+ GNx;Ny ;1 = KNx;Ny;0 ;
2. 1  nz  Nz   1
 ny = 0
 nx = 0 "
!


2
  (6 + 2 ")
#
G0;0;nz + G1;0;nz +G0;1;nz +G0;0;nz+1 +
+ G0;0;nz 1 = K0;0;nz ;
 1  nx  Nx   1"
!


2
  (6 + ")
#
Gnx;0;nz + Gnx+1;0;nz +Gnx 1;0;nz +Gnx;1;nz +
+ Gnx;0;nz+1 +Gnx;0;nz 1 = Knx;0;nz ;
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 nx = Nx"
!


2
  (6 + 2 ")
#
GNx;0;nz + GNx 1;0;nz +GNx;1;nz +GNx;0;nz+1 +
+ GNx;0;nz 1 = KNx;0;nz ;
 1  ny  Ny   1
 nx = 0"
!


2
  (6 + ")
#
G0;ny ;nz + G1;ny;nz +G0;ny+1;nz +G0;ny 1;nz +
+ G0;ny;nz+1 +G0;ny ;nz 1 = K0;ny ;nz ;
 1  nx  Nx   1"
!


2
  6
#
Gnx;ny ;nz + Gnx+1;ny ;nz +Gnx 1;ny ;nz +
+ Gnx;ny+1;nz +Gnx;ny 1;nz +
+ Gnx;ny ;nz+1 +Gnx;ny ;nz 1 =
= Knx;ny;nz ; (6.5)
 nx = Nx"
!


2
  (6 + ")
#
GNx;ny ;nz + GNx 1;ny;nz +GNx;ny+1;nz +GNx;ny 1;nz +
+ GNx;ny;nz+1 +GNx;ny ;nz 1 = KNx;ny ;nz ;
 ny = Ny
 nx = 0"
!


2
  (6 + 2 ")
#
G0;Ny ;nz + G1;Ny ;nz +G0;Ny 1;nz +G0;Ny ;nz+1 +
+ G0;Ny ;nz 1 = K0;Ny ;nz ;
 1  nx  Nx   1"
!


2
  (6 + ")
#
Gnx;Ny ;nz + Gnx+1;Ny ;nz +Gnx 1;Ny ;nz +
+ Gnx;Ny 1;nz +Gnx;Ny;nz+1 +
+ Gnx;Ny ;nz 1 = Knx;Ny ;nz ;
 nx = Nx"
!


2
  (6 + 2 ")
#
GNx;Ny;nz + GNx 1;Ny ;nz +GNx;Ny 1;nz +GNx;Ny ;nz+1 +
+ GNx;Ny ;nz 1 = KNx;Ny;nz ;
3. nz = Nz
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 ny = 0
 nx = 0"
!


2
  (6 + 2 "+ )
#
G0;0;Nz +G1;0;Nz +G0;1;Nz +G0;0;Nz 1 = K0;0;Nz ;
 1  nx  Nx   1"
!


2
  (6 + "+ )
#
Gnx;0;Nz + Gnx+1;0;Nz +Gnx 1;0;Nz +Gnx;1;Nz +
+ Gnx;0;Nz 1 = Knx;0;Nz ;
 nx = Nx"
!


2
  (6 + 2 "+ )
#
GNx;0;Nz + GNx 1;0;Nz +GNx;1;Nz +
+ GNx;0;Nz 1 = KNx;0;Nz ;
 1  ny  Ny   1
 nx = 0"
!


2
  (6 + "+ )
#
G0;ny ;Nz + G1;ny;Nz +G0;ny+1;Nz +G0;ny 1;Nz +
+ G0;ny;Nz 1 = K0;ny ;Nz ;
 1  nx  Nx   1"
!


2
  (6 + )
#
Gnx;ny ;Nz + Gnx+1;ny;Nz +Gnx 1;ny ;Nz +Gnx;ny+1;Nz +
+ Gnx;ny 1;Nz +Gnx;ny ;Nz 1 = Knx;ny ;Nz ;
 nx = Nx"
!


2
  (6 + "+ )
#
GNx;ny ;Nz + GNx 1;ny;Nz +GNx;ny+1;Nz +GNx;ny 1;Nz +
+ GNx;ny ;Nz 1 = KNx;ny ;Nz ;
 ny = Ny
 nx = 0 "
!


2
  (6 + 2 "+ )
#
G0;Ny ;Nz + G1;Ny ;Nz +G0;Ny 1;Nz +
+ G0;Ny ;Nz 1 = K0;Ny;Nz ;
 1  nx  Nx   1"
!


2
  (6 + "+ )
#
Gnx;Ny ;Nz + Gnx+1;Ny;Nz +Gnx 1;Ny ;Nz +Gnx;Ny 1;Nz +
+ Gnx;Ny ;Nz 1 = Knx;Ny ;Nz ;
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 nx = Nx"
!


2
  (6 + 2 "+ )
#
GNx;Ny ;Nz + GNx 1;Ny ;Nz +GNx;Ny 1;Nz +
+ GNx;Ny ;Nz 1 = KNx;Ny ;Nz :
Ovde su:
G nx;nynz ;mx;mymz(kx;!)  Gnx;ny ;nz ; Knx;nynz =
i~
2C
nx;nynz ;mxmymz ; 

2
 =
C
M
(indeksi mx, my i mz su ,,parazitski" pa su ovde izbaceni). Prilikom izvodenja prethodnih izraza
uzeto je u obzir: u;~n = 0 ) G ~n;~m = 0 za 8 nx;y;z 62 [0; Nx;y;z].
Uvodenjem oznake:
% =
!2

2
  6 ;
prethodni sistem jednacina dobija oblik:
1. nz = 0
 ny = 0
 nx = 0
(%  3 ") G0;0;0 +G1;0;0 +G0;1;0 +G0;0;1 = K0;0;0 ;
 1  nx  Nx   1
(%  2 ") Gnx;0;0 + Gnx+1;0;0 +Gnx 1;0;0 +Gnx;1;0 +Gnx;0;1 = Knx;0;0 ;
 nx = Nx
(%  3 ") GNx;0;0 +GNx 1;0;0 +GNx;1;0 +GNx;0;1 = KNx;0;0 ;
 1  ny  Ny   1
 nx = 0
(%  2 ") G0;ny;0 + G0;ny+1;0 +G0;ny 1;0 +G1;ny ;0 +G0;ny ;1 = K0;ny;0 ;
 1  nx  Nx   1
(%  ") Gnx;ny ;0 + Gnx+1;ny;0 +Gnx 1;ny ;0 +Gnx;ny+1;0 +
+ Gnx;ny 1;0 +Gnx;ny ;1 = Knx;ny;0 ;
 nx = Nx
(%  2 ") GNx;ny ;0 + GNx;ny+1;0 +GNx;ny 1;0 +GNx 1;ny ;0 +
+ GNx;ny ;1 = KNx;ny ;0 ;
 ny = Ny
 nx = 0
(%  3 ") G0;Ny;0 +G1;Ny;0 +G0;Ny 1;0 +G0;Ny;1 = K0;Ny ;0 ;
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 1  nx  Nx   1
(%  2 ") Gnx;Ny ;0 + Gnx+1;Ny ;0 +Gnx 1;Ny ;0 +Gnx;Ny 1;0 +
+ Gnx;Ny ;1 = Knx;Ny ;0 ;
 nx = Nx
(%  3 ") GNx;Ny ;0 + GNx 1;Ny;0 +GNx;Ny 1;0 ++GNx;Ny;1 = KNx;Ny ;0 ;
2. 1  nz  Nz   1
 ny = 0
 nx = 0
(%  2 ") G0;0;nz + G1;0;nz +G0;1;nz +G0;0;nz+1 +G0;0;nz 1 = K0;0;nz ;
 1  nx  Nx   1
(%  ") Gnx;0;nz + Gnx+1;0;nz +Gnx 1;0;nz +Gnx;1;nz +
+ Gnx;0;nz+1 +Gnx;0;nz 1 = Knx;0;nz ;
 nx = Nx
(%  2 ") GNx;0;nz + GNx 1;0;nz +GNx;1;nz +GNx;0;nz+1 +
+ GNx;0;nz 1 = KNx;0;nz ;
 1  ny  Ny   1
 nx = 0
(%  ") G0;ny ;nz + G1;ny;nz +G0;ny+1;nz +G0;ny 1;nz +
+ G0;ny;nz+1 +G0;ny;nz 1 = K0;ny ;nz ;
 1  nx  Nx   1
%Gnx;ny ;nz + Gnx+1;ny ;nz +Gnx 1;ny ;nz +Gnx;ny+1;nz +
+ Gnx;ny 1;nz +Gnx;ny ;nz+1 +Gnx;ny;nz 1 = Knx;ny;nz ; (6.6)
 nx = Nx
(%  ") GNx;ny;nz + GNx 1;ny;nz +GNx;ny+1;nz +GNx;ny 1;nz +
+ GNx;ny;nz+1 +GNx;ny ;nz 1 = KNx;ny ;nz ;
 ny = Ny
 nx = 0
(%  2 ") G0;Ny;nz + G1;Ny ;nz +G0;Ny 1;nz +G0;Ny;nz+1 +
+ G0;Ny ;nz 1 = K0;Ny ;nz ;
 1  nx  Nx   1
(%  ") Gnx;Ny;nz + Gnx+1;Ny;nz +Gnx 1;Ny ;nz +Gnx;Ny 1;nz +
+ Gnx;Ny;nz+1 +Gnx;Ny ;nz 1 = Knx;Ny ;nz ;
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 nx = Nx
(%  2 ") GNx;Ny ;nz + GNx 1;Ny ;nz +GNx;Ny 1;nz +GNx;Ny ;nz+1 +
+ GNx;Ny ;nz 1 = KNx;Ny ;nz ;
3. nz = Nz
 ny = 0
 nx = 0h
%  (2 "+ )
i
G0;0;Nz +G1;0;Nz +G0;1;Nz +G0;0;Nz 1 = K0;0;Nz ;
 1  nx  Nx   1h
%  ("+ )
i
Gnx;0;Nz + Gnx+1;0;Nz +Gnx 1;0;Nz +Gnx;1;Nz +
+ Gnx;0;Nz 1 = Knx;0;Nz ;
 nx = Nxh
%  (2 "+ )
i
GNx;0;Nz + GNx 1;0;Nz +GNx;1;Nz ++GNx;0;Nz 1 = KNx;0;Nz ;
 1  ny  Ny   1
 nx = 0 h
%  ("+ )
i
G0;ny ;Nz + G1;ny ;Nz +G0;ny+1;Nz +G0;ny 1;Nz +
+ G0;ny ;Nz 1 = K0;ny;Nz ;
 1  nx  Nx   1
(%  ) Gnx;ny;Nz + Gnx+1;ny;Nz +Gnx 1;ny ;Nz +Gnx;ny+1;Nz +
+ Gnx;ny 1;Nz +Gnx;ny ;Nz 1 = Knx;ny ;Nz ;
 nx = Nxh
%  ("+ )
i
GNx;ny ;Nz + GNx 1;ny ;Nz +GNx;ny+1;Nz +GNx;ny 1;Nz +
+ GNx;ny ;Nz 1 = KNx;ny ;Nz ;
 ny = Ny
 nx = 0 h
%  (2 "+ )
i
G0;Ny;Nz + G1;Ny;Nz +G0;Ny 1;Nz +
+ G0;Ny;Nz 1 = K0;Ny ;Nz ;
 1  nx  Nx   1h
%  ("+ )
i
Gnx;Ny ;Nz + Gnx+1;Ny ;Nz +Gnx 1;Ny;Nz +Gnx;Ny 1;Nz +
+ Gnx;Ny ;Nz 1 = Knx;Ny ;Nz ;
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 nx = Nx h
%  (2 "+ )
i
GNx;Ny ;Nz + GNx 1;Ny;Nz +GNx;Ny 1;Nz +
+ GNx;Ny;Nz 1 = KNx;Ny ;Nz ;
sto se moze napisati u kompaktnijoj formi:
Gnx 1;ny ;nz + Gnx;ny 1;nz +
+ Gnx;ny;nz 1 + } Gnx;ny ;nz + Gnx;ny ;nz+1 + (6.7)
+ Gnx;ny+1;nz + Gnx+1;ny ;nz = Knxnynz ;
pri cemu je:
} =
h
%   "  nx;0 + nx;Nx + ny ;0 + ny;Ny + nz ;0   nz ;Nzi ; (6.8)
koja odrazava njegov trodimenzioni karakter (posebno po nx, posebno po ny i posebno po nz) i
sadrzi ukupno (Nx+1) (Ny +1) (Nz +1) nepoznatih Grinovih funkcija. One mogu se izraziti
u obliku:
Gnx;ny ;nz =
Dnx;ny ;nz
DNx+1;Ny+1;Nz+1
; (6.9)
gde Dnx;ny;nz predstavlja odgovarajucu ,,zamensku" determinantu, a DNx+1;Ny+1;Nz+1  3D kva-
dratnu determinantu sistema:
DNx+1;Ny+1;Nz+1 =

= I O    O O O
I T I    O O O
O I T    O O O
   . . .   
O O O    T I O
O O O    I T I
O O O    O I =

Nx+1
; (6.10)
gde je:
=  =Ny+1;Nz+1 =
26666666664
< J O    O O O
J R J    O O O
O J R    O O O
   . . .   
O O O    R J O
O O O    J R J
O O O    O J <
37777777775
Ny+1
; (6.11)
T  TNy+1;Nz+1 =
26666666664
R O O    O O O
O R O    O O O
O O R    O O O
   . . .   
O O O    R O O
O O O    O R O
O O O    O O R
37777777775
Ny+1
; (6.12)
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INy+1;Nz+1 =
26666666664
J O O    O O O
O J O    O O O
O O J    O O O
   . . .   
O O O    J O O
O O O    O J O
O O O    O O J
37777777775
Ny+1
; (6.13)
<Nz+1 =
26666666664
%  3 " 1 0    0 0 0
1 %  2 " 1    0 0 0
0 1 %  2 "    0 0 0
   . . .   
0 0 0    %  2 " 1 0
0 0 0    1 %  2 " 1
0 0 0    0 1 %  (2 "+ )
37777777775
Nz+1
; (6.14)
RNz+1 =
26666666664
%  2 " 1 0    0 0 0
1 %  " 1    0 0 0
0 1 %  "    0 0 0
   . . .   
0 0 0    %  " 1 0
0 0 0    1 %  " 1
0 0 0    0 1 %  ("+ )
37777777775
Nz+1
; (6.15)
a:
RNz+1 =
26666666664
%  " 1 0    0 0 0
1 % 1    0 0 0
0 1 %    0 0 0
   . . .   
0 0 0    % 1 0
0 0 0    1 % 1
0 0 0    0 1 %  
37777777775
Nz+1
; (6.16)
J je jedinicna, a O nulta kvadratna matrica (obe reda Nz + 1).
6.3 Fononski spektri u kvantnoj tacki
U slucaju modela slobodnih povrsina, kada se povrsinske perturbacije zanemaruju (" =  = 0),
sistem jednacina (6.7) se svodi na:
1. nz = 0
 ny = 0
 nx = 0
%G0;0;0 +G1;0;0 +G0;1;0 +G0;0;1 = K0;0;0 ;
 1  nx  Nx   1
%Gnx;0;0 +Gnx+1;0;0 +Gnx 1;0;0 +Gnx;1;0 +Gnx;0;1 = Knx;0;0 ;
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 nx = Nx
%GNx;0;0 +GNx 1;0;0 +GNx;1;0 +GNx;0;1 = KNx;0;0 ;
 1  ny  Ny   1
 nx = 0
%G0;ny ;0 +G0;ny+1;0 +G0;ny 1;0 +G1;ny;0 +G0;ny ;1 = K0;ny;0 ;
 1  nx  Nx   1
%Gnx;ny;0 + Gnx+1;ny;0 +Gnx 1;ny;0 +Gnx;ny+1;0 +
+ Gnx;ny 1;0 +Gnx;ny;1 = Knx;ny ;0 ;
 nx = Nx
%GNx;ny ;0 + GNx;ny+1;0 +GNx;ny 1;0 +GNx 1;ny;0 +
+ GNx;ny;1 = KNx;ny;0 ;
 ny = Ny
 nx = 0
%G0;Ny;0 +G1;Ny;0 +G0;Ny 1;0 +G0;Ny ;1 = K0;Ny;0 ;
 1  nx  Nx   1
%Gnx;Ny ;0 + Gnx+1;Ny;0 +Gnx 1;Ny ;0 +Gnx;Ny 1;0 +
+ Gnx;Ny;1 = Knx;Ny;0 ;
 nx = Nx
%GNx;Ny ;0 +GNx 1;Ny ;0 +GNx;Ny 1;0 +GNx;Ny ;1 = KNx;Ny ;0 ;
2. 1  nz  Nz   1
 ny = 0
 nx = 0
%G0;0;nz +G1;0;nz +G0;1;nz +G0;0;nz+1 +G0;0;nz 1 = K0;0;nz ;
 1  nx  Nx   1
%Gnx;0;nz + Gnx+1;0;nz +Gnx 1;0;nz +Gnx;1;nz +
+ Gnx;0;nz+1 +Gnx;0;nz 1 = Knx;0;nz ;
 nx = Nx
%GNx;0;nz + GNx 1;0;nz +GNx;1;nz +GNx;0;nz+1 +
+ GNx;0;nz 1 = KNx;0;nz ;
 1  ny  Ny   1
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 nx = 0
%G0;ny ;nz + G1;ny;nz +G0;ny+1;nz +G0;ny 1;nz +
+ G0;ny;nz+1 +G0;ny ;nz 1 = K0;ny ;nz ;
 1  nx  Nx   1
%Gnx;ny ;nz + Gnx+1;ny ;nz +Gnx 1;ny ;nz +Gnx;ny+1;nz +
+ Gnx;ny 1;nz +Gnx;ny ;nz+1 +Gnx;ny;nz 1 = Knx;ny;nz ;
 nx = Nx
%GNx;ny ;nz + GNx 1;ny;nz +GNx;ny+1;nz +GNx;ny 1;nz +
+ GNx;ny;nz+1 +GNx;ny ;nz 1 = KNx;ny ;nz ;
 ny = Ny
 nx = 0
%G0;Ny ;nz + G1;Ny;nz +G0;Ny 1;nz +G0;Ny;nz+1 +
+ G0;Ny;nz 1 = K0;Ny ;nz ;
 1  nx  Nx   1
%Gnx;Ny ;nz + Gnx+1;Ny;nz +Gnx 1;Ny ;nz +Gnx;Ny 1;nz +
+ Gnx;Ny;nz+1 +Gnx;Ny ;nz 1 = Knx;Ny ;nz ;
 nx = Nx
%GNx;Ny ;nz + GNx 1;Ny;nz +GNx;Ny 1;nz +GNx;Ny ;nz+1 +
+ GNx;Ny;nz 1 = KNx;Ny ;nz ;
3. nz = Nz
 ny = 0
 nx = 0
%G0;0;Nz +G1;0;Nz +G0;1;Nz +G0;0;Nz 1 = K0;0;Nz ;
 1  nx  Nx   1
%Gnx;0;Nz + Gnx+1;0;Nz +Gnx 1;0;Nz +Gnx;1;Nz +
+ Gnx;0;Nz 1 = Knx;0;Nz ;
 nx = Nx
%GNx;0;Nz +GNx 1;0;Nz +GNx;1;Nz +GNx;0;Nz 1 = KNx;0;Nz ;
 1  ny  Ny   1
 nx = 0
%G0;ny ;Nz + G1;ny ;Nz +G0;ny+1;Nz +G0;ny 1;Nz +
+ G0;ny ;Nz 1 = K0;ny ;Nz ;
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 1  nx  Nx   1
%Gnx;ny ;Nz + Gnx+1;ny ;Nz +Gnx 1;ny;Nz +Gnx;ny+1;Nz +
+ Gnx;ny 1;Nz +Gnx;ny;Nz 1 = Knx;ny ;Nz ;
 nx = Nx
%GNx;ny;Nz + GNx 1;ny ;Nz +GNx;ny+1;Nz +GNx;ny 1;Nz +
+ GNx;ny ;Nz 1 = KNx;ny;Nz ;
 ny = Ny
 nx = 0
%G0;Ny ;Nz + G1;Ny ;Nz +G0;Ny 1;Nz +G0;Ny ;Nz 1 = K0;Ny ;Nz ;
 1  nx  Nx   1
%Gnx;Ny;Nz + Gnx+1;Ny ;Nz +Gnx 1;Ny ;Nz +Gnx;Ny 1;Nz +
+ Gnx;Ny ;Nz 1 = Knx;Ny;Nz ;
 nx = Nx
%GNx;Ny;Nz + GNx 1;Ny;Nz +GNx;Ny 1;Nz +GNx;Ny;Nz 1 = KNx;Ny;Nz :
odnosno:
Gnx 1;ny ;nz +Gnx;ny 1;nz +
Gnx;ny ;nz 1 + % Gnx;ny ;nz + Gnx;ny ;nz+1 + (6.17)
+ Gnx;ny+1;nz + Gnx+1;ny ;nz = Knx;nynz ;
sto se moze predstaviti u obliku:
Gnx;ny ;nz =
Dnx;ny ;nz
DNx+1;Ny+1;Nz+1
; (6.18)
gde je:
DNx+1;Ny+1;Nz+1 =

T I O    O O O
I T I    O O O
O I T    O O O
   . . .   
O O O    T I O
O O O    I T I
O O O    O I T

Nx+1
; (6.19)
TNy+1;Nz+1 =
26666666664
R O O    O O O
O R O    O O O
O O R    O O O
   . . .   
O O O    R O O
O O O    O R O
O O O    O O R
37777777775
Ny+1
; (6.20)
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INy+1;Nz+1 =
26666666664
J O O    O O O
O J O    O O O
O O J    O O O
   . . .   
O O O    J O O
O O O    O J O
O O O    O O J
37777777775
Ny+1
; (6.21)
a:
RNz+1 =
26666666664
% 1 0    0 0 0
1 % 1    0 0 0
0 1 %    0 0 0
   . . .   
0 0 0    % 1 0
0 0 0    1 % 1
0 0 0    0 1 %
37777777775
Nz+1
: (6.22)
Dozvoljene fononske energije u kvantnim tackama odreduju se na osnovu uslova:
DNx+1;Ny+1;Nz+1 (%)  0 ; (6.23)
sto se svodi na resavanje jednacina:
DNx+1  0 ; TNy+1  0 ; RNz+1  0 ; (6.24)
na osnovu cega sledi:
% =  2 cos akx () ; kx() = 
a

Nx + 2
;  = 1; 2; : : : Nx + 1 ; (6.25)
% =  2 cos aky () ; ky() = 
a

Ny + 2
;  = 1; 2; : : : Ny + 1 ; (6.26)
% =  2 cos akz () ; kz() = 
a

Nz + 2
;  = 1; 2; : : : Nz + 1 : (6.27)
S obzirom da je:
%  %;; = % + % + % = !
2

2
  6 ; (6.28)
proizilazi da se zakon disperzije fonona u kvantnim tackama moze prikazati u obliku:
E~k = 2
r
sin2
akx()
2
+ sin2
aky()
2
+ sin2
akz()
2
; (6.29)
koji je po formi isti kao kod neogranicenih kristalnih struktura, tankih kristalnih lmova, su-
perresetki i kvantnih zica. Razlika se sastoji u tome sto je kvaziimpuls fonona u kvantnim tackama
izrazito diskretan u sva tri kristalografska pravca.
Minimalna frekvencija dobija se za kx ! kminx ( = 1) = a 1Nx+2 , ky ! kminy ( = 1) = a 1Ny+2
i kz ! kminz ( = 1) = a 1Nz+2 i iznosi:
!min = 2

r
sin2

2 (Nx + 2)
+ sin2

2 (Ny + 2)
+ sin2

2 (Nz + 2)
=
= 2
v
a
r
sin2

2 (Nx + 2)
+ sin2

2 (Ny + 2)
+ sin2

2 (Nz + 2)
: (6.30)
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Takode se uocava da je minimalna energija fonona razlicita od nule i data je izrazom:
min = E~kmin = E

kminx ;k
min
y ;k
min
z
= 2
s
sin2
akminx ()
2
+ sin2
akminy ()
2
+ sin2
akminz ()
2
: (6.31)
Poredenjem izraza (3.20), (5.25) i (6.31) za energijske gepove u lm-strukturama, kvantnim zicama
i kvantnim tackama, vidi se da svi oni zavise od dimenzija uzoraka, ali da je ta zavisnost kod
kvantnih tacaka najizrazenija, jer ove strukture poseduju tri ogranicenja. Sa povecanjem dimen-
zija uzoraka gepovi iscezavaju.
6.4 Gustina fononskih stanja
Prema usvojenom modelu, kvantna tacka predstavlja niskodimenzionu kristalnu strukturu
unutar koje postoji potpuno konniranje nosilaca, tj. njihovo kretanje ograniceno je duz sva tri
kristalografska pravca, te je18:
kx 2

1
Nx + 2
 
a
;
Nx + 1
Nx + 2
 
a

) kx =
Nx
Nx + 2
 
a
;
ky 2

1
Ny + 2
 
a
;
Ny + 1
Ny + 2
 
a

) ky =
Ny
Ny + 2
 
a
;
kz 2

1
Nz + 2
 
a
;
Nz + 1
Nz + 2
 
a

) kz =
Nz
Nz + 2
 
a
;
na osnovu cega se dobija:
V =
( 4
3


akd
D
3
a3kxkykz
) kd
D
=
3
r
32
4a3
 3
s
Nx
Nx + 2
 Ny
Ny + 2
 Nz
Nz + 2
)
) kd
D
= kb
D
 3
s
Nx
2 (Nx + 2)
 Ny
2 (Ny + 2)
 Nz
2 (Nz + 2)
= kf
D
 3
s
Nx
2 (Nx + 2)
 Ny
2 (Ny + 2)
; (6.32)
odnosno:
kd
D
= kw
D
 3
s
Nx
2 (Nx + 2)
: (6.33)
Odavde sledi da je: kd
D
< kw
D
< kf
D
< kb
D
.
Gustina fononskih stanja u kvantnoj tacki iznosi:
D d
D
(!) =
3NdxN
d
yN
d
z a
3
(2)3
Z
0
sin  d
2Z
0
d'
k
DZ
kmin
k2 dk (!   vk) = 3N
d
xN
d
yN
d
z a
3
22
 !
2
v3
)
) D d
D
(!) =
NdxN
d
yN
d
z a
3
22
 !
2
v3
; (6.34)
a Debajeva frekvencija se odreduje iz uslova:
!
DZ
!min
D d
D
(!) d! = N ) N
d
xN
d
yN
d
z a
3
22v3
!
DZ
!min
!2 d! =

Ndx + 1

Ndy + 1

Ndz + 1

;
18Indeks ,,d" odnosi se na kvantnu tacku, dok je znacenje ostalih indeksa denisano u ranijim poglavljima.
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gde je:
!min = 2
v
a
s
sin2

2 (Ndx + 2)
+ sin2

2
 
Ndy + 2
 + sin2 
2 (Ndz + 2)
:
Odavde sledi:
!d
D
=
3
p
62
a
v 
(
Ndx + 1
Ndx
 N
d
y + 1
Ndy
 N
d
z + 1
Ndz
+
4
32


sin2

2 (Ndx + 2)
+
+ sin2

2
 
Ndy + 2
 + sin2 
2 (Ndz + 2)
#3=29=;
1=3
; (6.35)
odnosno:
!d
D
= !b
D

(
Ndx + 1
Ndx
 N
d
y + 1
Ndy
 N
d
z + 1
Ndz
+
4
32


sin2

2 (Ndx + 2)
+
+ sin2

2
 
Ndy + 2
 + sin2 
2 (Ndz + 2)
#3=29=;
1=3
: (6.36)
Uporedivanjem Debajevih frekvencija za balk, ultratanki lm, kvantnu zicu i kvantnu tacku, moze
se zakljuciti da je:
!d
D
> !w
D
> !f
D
> !b
D
:
Uzimajuci, na primer, vrednosti Nfz = 2, Nwy = N
w
z = 2 i N
d
x = N
d
y = N
d
z = 2, jednacine
(3.26), (5.28) i (6.36) daju: !d
D
= 1; 042  !w
D
= !w
D
= 1; 313  !f
D
= 1; 506  !b
D
. Dakle, Debajeva
frekvencija za kvantnu tacku ima vecu vrednost od onih u zici, tankom lmu i u neogranicenoj
kristalnoj strukturi.
Trazenjem odnosa gustine fononskih stanja u idealnoj strukturi i kvantnoj tacki, i to upravo
na Debajevim frekvencijama:
D d
D
(!d
D
)
D b
D
(!b
D
)
=
NdxN
d
yN
d
z
N bxN
b
yN
b
z

 
! d
D
! b
D
!2
;
dobija se da je:
D d
D
(!d
D
)
D b
D
(!b
D
)
=
NdxN
d
yN
d
z
N bxN
b
yN
b
z

(
Ndx + 1
Ndx
 N
d
y + 1
Ndy
 N
d
z + 1
Ndz
+
4
32


sin2

2 (Ndx + 2)
+
+ sin2

2
 
Ndy + 2
 + sin2 
2 (Ndz + 2)
#3=29=;
2=3
; (6.37)
odakle proizilazi:
D d
D
(! d
D
) Dw
D
(!w
D
) Df
D
(!f
D
) D b
D
(! b
D
) ;
odnosno, gustina fononskih stanja se drasticno smanjuje pri redukciji dimenzija strukture.
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6.5 Termodinamika kvantne tacke
Unutrasnja energija kvantne tacke izracunava se pomocu jednacine:
Ud =
Z
d!dD(!d)hn(!d; T )i~!d =
!d
DZ
!dmin
d!d

(!d)2V
22v3
0B@ ~!d
e
~!d
k
B
T   1
1CA
iz koje se { na isti nacin kao sto je to ucinjeno za neogranicene kristalne strukture, tanke lmove
i kvantne zice { dobija da je:
Ud = 9NdkBT

T
T d
D
3 xdDZ
xdmin
(xd)3
exd   1 dx
d ; (6.38)
gde je: Nd  (Ndx + 1)(Ndy + 1)(Ndz + 1), xd =
~!d
kBT
, xd
D
=
T d
D
T
, T d
D
=
~!d
D
kB
i xdmin =
~!dmin
kBT
.
U slucaju visokih temperatura:
T  T d
D
=
~!d
D
kB
dobija se:
Ud = 3NdkBT

T
T d
D
3 h
(xd
D
)3   (xdmin)3
i
= 3NdkBT
"
1 

!dmin
!d
D
3#
;
odnosno, na osnovu (6.30) i (6.35):
Ud = 3NdkBT
8>>>>><>>>>>:
1 
26666641 +
32
 
Ndx + 1
Ndx
 N
d
y + 1
Ndy
 N
d
z + 1
Ndz
!
4
"
sin2

2 (Ndx + 2)
+ sin2

2
 
Ndy + 2
 + sin2 
2 (Ndz + 2)
# 3
2
3777775
 19>>>>>=>>>>>;
:
(6.39)
Toplotna kapacitivnost kvantne zice se odreduje diferenciranjem ovog izraza po temperaturi:
Cd = 3NdkB
8>>>>><>>>>>:
1 
26666641 +
32
 
Ndx + 1
Ndx
 N
d
y + 1
Ndy
 N
d
z + 1
Ndz
!
4
"
sin2

2 (Ndx + 2)
+ sin2

2
 
Ndy + 2
 + sin2 
2 (Ndz + 2)
# 3
2
3777775
 19>>>>>=>>>>>;
:
a toplotna kapacitivnost obracunata po jednoj elementarnoj celiji kristala iznosi:
Cd = 3kB
8>>>>><>>>>>:
1 
26666641 +
32
 
Ndx + 1
Ndx
 N
d
y + 1
Ndy
 N
d
z + 1
Ndz
!
4
"
sin2

2 (Ndx + 2)
+ sin2

2
 
Ndy + 2
 + sin2 
2 (Ndz + 2)
# 3
2
3777775
 19>>>>>=>>>>>;
; (6.40)
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odnosno:
Cd = C

b
8>>>>><>>>>>:
1 
26666641 +
32
 
Ndx + 1
Ndx
 N
d
y + 1
Ndy
 N
d
z + 1
Ndz
!
4
"
sin2

2 (Ndx + 2)
+ sin2

2
 
Ndy + 2
 + sin2 
2 (Ndz + 2)
# 3
2
3777775
 19>>>>>=>>>>>;
: (6.41)
Analizom dobijenog rezultata i njegovim uporedivanjem sa odgovarajucim za balk-strukture (2.36),
ultratanke lmove (3.33) i kvantne zice (5.32) zakljucuje se da toplotna kapacitivnost kvantne
tacke u visokotemperaturskoj oblasti ima nesto nizu vrednost. Na primer, u slucaju kvantne
tacke sa Ndx = N
d
y = N
d
z = 2 dobija se da je:
Cd = 0; 997  Cw = 0; 9934  Cf = 0; 9885  Cb :
U granicama niskih temperatura, kada xd
D
!1, izraz za unutrasnju energiju (6.38) postaje:
Ud = 9NdkBT

T
T d
D
3 1Z
xdmin
(xd)3
exd   1 dx
d ; (6.42)
sto se moze napisati u obliku:
Ud = 9NdkBT

T
T d
D
3 264 1Z
0
(xd)3
exd   1 dx
d  
xdminZ
0
(xd)3
exd   1 dx
d
375 =
= 9NdkBT

T
T d
D
3 2644
15
 
xdminZ
0
(xd)3
exd   1 dx
d
375 : (6.43)
Na osnovu razvoja:  
et   1 1 = 1X
j=1
e jt ;
prethodna jednacina dobija oblik:
Ud = 9NdkBT

T
T d
D
3 2644
15
 
1X
j=1
xdminZ
0
x3d  e j xd dxd
375 : (6.44)
Integral iz ove relacije se resava visestrukom parcijalnom integracijom, nakon cega se dobija:
Ud = 9NdkB
T 4 
T d
D
3
8<:415 +
1X
j=1
1
j
e j x
d
min

(xdmin)
3 +
3
j
(xdmin)
2 +
6
j2
xdmin +
6
j3

 
1X
j=1
6
j4
9=; :
(6.45)
Toplotna kapacitivnost obracunata po jednoj elementarnoj celiji kristala iznosi:
Cd =
1
Nd
@Ud
@T
=
124
5
kB

T
T d
D
3
+ 9kB

T
T d
D
3 1X
j=1
1
j
e j x
d
min 

1
j
(xdmin)
4+
+

1 +
3
j2

(xdmin)
3 +
6
j

1 +
1
j2

(xdmin)
2 +
6
j2

3 +
1
j2

xdmin +
24
j3

: (6.46)
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Uvodimo sledece smene:
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na osnovu cega se moze pisati:
T
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tako da jednacina (6.46) dobija oblik:
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Uvodenjem bezdimenzionog parametra Cd = C

d
C0
, gde je C0 =
124
5
kB , prethodna jednacina se
svodi na:
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sto se moze izraziti preko tzv. Dajsonovih funkcija:
Zr(x) =
1X
j=1
j r e j x
na sledeci nacin:
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Na slici 6.4 prikazana je gracka zavisnost bezdimenzione toplotne kapacitivnosti kvantne tacke,
zice, superresetke, lma i balka od relativne temperature. Vidi se da je u niskotemperaturskoj
oblasti toplotna kapacitivnost kvantne tacke niza nego kod drugih niskodimenzionih i tankoslojnih
struktura, kao i masivnih uzoraka.
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Slika 6.4: Zavisnost bezdimenzione toplotne kapacitivnosti kvantne tacke, zice, lma,
superresetke i balka od relativne temperature u niskotemperaturskoj oblasti
Imajuci u vidu prethodno dobijene rezultate za ultratanke lmove, superresetke i kvantne zice,
ovakva zavisnost toplotne kapacitivnosti kvantne tacke od temperature je ocekivana [96{101], s
obzirom da se kod ovih nanostruktura { usled povecanja velicine energijskog gepa { povecava i
aktivaciona temperatura koju je neophodno dostici za pobudivanje fononskog podsistema. Eks-
perimenti koji su poslednjih godina izvedeni sa ciljem odredivanja toplotnog kapaciteta nano-
struktura i njegovim uporedivanjem sa neogranicenim kristalnim strukturama [103{104] pomalo
su kontradiktorni i ne mogu se uzeti kao merodavni za potvrdu ili osporavanje navoda iznesenih
u ovoj disertaciji iz nekoliko osnovnih razloga:
1. U disertaciji je paznja posvecena iskljucivo idealnim strukturama, dok se eksperimenti
sprovode na realnim uzorcima koji neminovno moraju sadrzati atome primesa i necistoca,
sto { u slucaju neiskodimenzionih sistema { obavezno unosi ogromne strukturne poremecaje,
odnosno perturbacije i remeti zicko-hemijske osobine strukture.
2. Radovi koji ukazuju na to da se toplotna kapacitivnost povecava sa smanjenjem dimenzija
uzorka sprovedeni su iskljucivo na poluprovodnickim materijalima, dok je u ovoj disertaciji
osnovni akcent bio na fononskom mehanizmu toplotnih pojava, sto podrazumeva da su
strukture na koje je ovde obracana paznja metalima slicni materijali (iako oni na sobnim
temperaturama mogu biti i dielektrici, kao sto je npr. slucaj sa keramikama). Pored toga,
eksperimenti se po pravilu izvode na nanocesticama, dok su u ovoj disertaciji razmatrane
strukture sa izrazito pravilnim geometrijskim oblicima povrsina, s obzirom da je jedan od
njenih osnovnih ciljeva ispitivanje uticaja koji na osobine materijala unose povrsinski efekti.
3. Prema navodima autora, na termodinamicko ponasanje nanostrukturnih materijala utice
veliki broj razlicitih faktora: gustina, termicko sirenje materijala, cistoca uzorka, povrsinska
apsorpcija, velicina uzorka (,,size-eect") itd, pri cemu je za svaki nanostrukturni materi-
jal posebno dominantan drugi efekat. Ovi autori sugerisu da je samo uz pazljivu i kom-
pletnu teorijsku i eksperimentalnu analizu pojedinacnih osobina nanostrukturnih materijala
moguce analizirati termodinamicke osobine i ponasanje ispitivanih materijala, u kom cilju
je neophodno izvrsiti jos mnogo teorijskih proracuna i razviti drugacije metode za njihovo
eksperimentalno odredivanje. U tom smislu, ova disertacija predstavlja skroman doprinos
nacinjen u pravcu realizacije tog cilja.
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7 Zakljucak
Ova disertacija posvecena je izucavanju uticaja efekta redukcije dimenzija na zicke (prven-
stveno termodinamicke) osobine nanoskopskih objekata. Tokom godina, mnogo napora ucinjeno je
da bi se ovaj efekat proucio i primenio na elektronske osobine niskodimenzionih struktura, imajuci
u vidu uticaj redukcije dimenzija na izmenu njihovih zickih, prvenstveno optickih osobina.
Fononi su postali interesantni relativno tek od skora, sa rastom interesovanja za proucavanjem
elektron-fononskih interakcija na nano nivou, kada je postalo jasno da emisija fonona igra glavnu
ulogu prilikom relaksacije nosilaca koja je, sa svoje strane, od sustinskog znacaja za optoelek-
tronske primene nanomaterijala. Simultana diskretizacija elektronskih i vibracionih stanja moze
snazno da utice na spregu izmedu elektrona i fonona. Kod poluprovodnickih kvantnih tacaka, na
primer, teorijski model je predvideo da je usled kvantizacije elektronskih nivoa interakcija nosilaca
sa akustickim fononima blokirana (tzv. ,,efekat uskog grla"19). Jos jedan motiv za proucavanje
akustickih fonona u nanostrukturama sastoji se u sticanju dodatnih saznanja o datom objektu:
akusticki normalni modovi povezani su sa geometrijom, tako da se merenjem njihovih frekvencija
dobija informacija o posmatranoj strukturi. Pored toga, izucavanje nacina na koji akusticka en-
ergija napusta objekat daje dragocene informacije o njegovom okruzenju. Na taj nacin, izucavanje
fonona takode omogucava dobijanje informacija o datom objektu. Fononi igraju odlucujucu ulogu
pri prenosenju toplotne energije kod svih materijala, a posebno kod poluprovodnika i izolatora.
Prostorno konniranje fonona u nanostrukturama moze jako da utice na fononske spektre a samim
tim i na termodinamicke osobine na nano-nivou. Inzenjeringom zakona disperzije fonona u nano-
strukturama, moze se ocekivati da ce transport toplote biti kontrolisan na isti nacin kao sto su
nosioci kontrolisani u heterostrukturama usled inzenjeringa meduzonskog gep-a.
Istrazujuci i uporedujuci fononske spektre i termodinamicke osobine u idealnim neogranicenim
strukturama, ultratankim lmovima, superresetkama, kvantnim zicama i kvantnim tackama, dosli
smo do sledecih zakljucaka.
1. Sprovedene analize su utvrdile postojanje bitnih razlika u zakonu disperzije fonona u ogra-
nicenim strukturama (ultratankim lmovima, superresetkama, kvantnim zicama i kvantnim
tackama), kao iskljucivu posledicu postojanja granica te strukture.
2. Postojanje granicnih uslova ima za posledicu promenu energijske zone fonona. U odnosu na
zonu dozvoljenih energija idealnih struktura sa prakticno kontinualnim rasporedom, zona
fononskih dozvoljenih energija u lmu je izrazito diskretna. Ona se sastoji od dvodimen-
zionih podzona. U svakoj od podzona energija uzima kontinualne vrednosti. Povecanjem
broja slojeva lma povecava se broj diskretnih stanja unutar zone dozvoljenih energija. Kod
kvantnih zica ova diskretnost je dvodimenziona { duz svih pravaca gde postoje granicne
povrsine, sto znaci da se kontinualnost podzona narusava i one dobijaju diskretan karakter,
dok je kod kvantnih tacaka trodimenziona.
3. Sve tri akusticke frekvencije u masivnim strukturama teze nuli kada k  j~kj  ! 0, dok u
nanostrukturama teze nekoj minimalnoj vrednosti koja zavisi od dimenzija objekta i obrnuto
im je proporcionalna.
4. Postojanje minimalne energije potrebne za pobudenje fonona u nanostrukturama i njoj
odgovarajuce aktivacione temperature upucuju na zakljucak da se ove strukture do te tem-
perature ponasaju kao ,,zamrznuti sistemi", tj. fononi u njima realno nisu prisutni (nema
mehanickih vibracija koje bi stvarale ovaj vid otpora elektricnoj struji).
5. Kao posledica narusenja translacione invarijantnosti duz jednog pravca kod superresetki
dolazi do cepanja energetske zone (koja je kao i kod neogranicenih kristala kontinualna) na
podzone razdvojene zabranjenim energijskim zonama.
19Engleski: phonon bottleneckeect
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6. Fononska stanja u superresetkama se sa porastom energije zgusnjavaju. U slucaju simetricne
superresetke sa istim atomima, disperzione grane se medusobno spajaju na granici prve
Briluenove zone. U slucaju jace veze izmedu slojeva superresetke dolazi do potiskivanja
energijskih nivoa unutar balkovske zone, a ako je veza izmedu slojeva superresetke slabija
nivoi se istiskuju iznad nje.
7. Gustina fononskih stanja se drasticno smanjuje pri redukciji dimenzija strukture, tj. ima
mnogo manju vrednost u lmovima, a jos manju u kvantnim zicama i kvantnim tackama
u poredenju sa neogranicenim strukturama. To znaci da se u ogranicenim strukturama
fononska pobudenja slabije (sa manjim intenzitetom) javljaju. Debajeve frekvencije imaju
nesto vise vrednosti u kvantnim tackama nego u kvantnim zicama i lmovima, sto znaci da
je fononska zona izdignuta ka visim frekvencijama.
8. Na relativno niskim temperaturama toplotna kapacitivnost ima nize vrednosti u tankim l-
movima nego u masivnim uzorcima, sto je u skladu sa cinjenicom da je energija pobudivanja
fonona u lmu veca od one u balku. U slucaju kvantnih zica i tacaka ova razlika je jos
izrazenija.
9. Termodinamicke funkcije i njima odgovarajuce karakteristike (toplotna kapacitivnost) u
superresetkama na niskim temperaturama su manje od istih osobina masivnih struktura, ali
su ipak dosta vece od onih u lm-strukturama i kvantnim zicama.
10. Spektri fonona u lm-strukturama, kvantnim zicama i kvantnim tackama poseduju donji
(kao i jedan gornji) energijski gep. Razlog postojanja donjeg energijskog gepa moze da se
tumaci na sledeci nacin: on odgovara energiji osnovnog stanja fononskog sistema i pred-
stavlja najmanju energiju koju treba uloziti da bi se u lmu pojavili akusticki fononi
(optickog tipa). Sve do te energije (aktivacione temperature) fononi se mogu nalaziti samo
u nekim od vezanih stanja, npr. sa elektronima u Kuperovim parovima. Do te temperature
ceo sistem se ponasa kao zamrznut. U kvantnim zicama, a pogotovo u kvantnim tackama,
ovi kvantno-dimenzioni efekti, pa i aktivaciona temperatura, su znatno izrazeniji - veci za
preko 40 %.
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